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Развитие понятия числа имеет длинную 
историю. В античности числом называлось 
только натуральное число: 1, 2, 3,…, были из-
вестны аликвотные дроби и пропорции, кото-
рые назывались ratio – отношения, и представ-
ляли собой отношения натуральных чисел. В 
античной Греции обнаружилось, что суще-
ствуют величины, которые не могут быть вы-
ражены никаким отношением, например, ди-
агональ единичного квадрата. Их вычисляли 
приближенно, с помощью метода исчерпыва-
ния. Коэффициенты уравнений, корни уравне-
ний могли быть только положительными. Если 
при решении задач возникала отрицательная 
величина, она считалась не имеющей смысла, 
так как количество не может быть менее чем 

ничто, но иногда говорили, что в коммерче-
ском смысле это может означать долг. В России 
XVIII в. отрицательные числа называли убы-
точными [1, с. 10]. Поэтому при решении урав-
нений отыскивали только положительные кор-
ни. Так было до эпохи Возрождения. 

Отрицательное число не признавалось пол-
ноценным математическим объектом также 
потому, что для величин должно было выпол-
няться правило пропорции (ratio): если левая 
часть есть отношение меньшего к большему, то 
и правая часть пропорции также должна быть 
отношением меньшего к большему. Но для 

пропорции вида  это не выполнялось. 

Кроме того, количество не могло быть менее, 
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чем ничего, относилось ли это к натуральным 
или рациональным (ratio) числам.

В 1494 г. Лука Пачоли (1445–1517) написал 
трактат «Сумма арифметики, геометрии, отно-
шений и пропорций» («Summa de arithmetica, 
geometria, proportioni et proportionalità»), в ко-
тором собрал сведения по арифметике, которы-
ми обладали европейцы и индийцы. 

В 1544 г. Михаил Штифель впервые1 сказал, 
что отрицательные числа – это числа, мень-
шие нуля (ниже нуля) [2, с. 94]. С этого момен-
та постепенно начинает формироваться пред-
ставление о числовой шкале, на которой поло-
жительные числа расположены вправо от нуля 
по возрастанию, а отрицательные числа – вле-
во от нуля по убыванию. В XVII в. это нашло 
отражение в хронологической шкале – впер-
вые разнородные хронологии были приведены 
к шкале, имеющей точку отсчета, положитель-
ное направление (от Р.Х.) и обратный отсчет 
(до Р.Х.) – Жозеф Жюст Скалигер (1540–1609) 
и Дионисий Петавиус (1583–1652). В 1742 г. 
шведский астроном Андерс Цельсий (1701–
1744) создал температурную шкалу с нулем как 
точкой отсчета. Современный вид шкала при-
обрела благодаря К. Линнею2. 

До XVII в. движение рассматривалось толь-
ко как равномерное по прямой или окружно-
сти. Более сложные траектории движения по-
явились в XVII в. Описывать неравномерное 
движение стало возможным после создания 
математического анализа. Механическая ин-
терпретация отрицательного числа появляется 
впервые у Дж. Валлиса, который описал при-
мер перемещения по прямой сначала вперед на 
5 ярдов, а затем назад на 8 ярдов [3, с. 265].

1545 г. «Великое искусство»
Джероламо Кардано

1545 г. считается годом открытия комплекс-
ных чисел. Джероламо Кардано, исследуя ре-
шение кубического уравнения, пришел в проме-
жуточных выкладках к случаю мнимых корней 
вспомогательного уравнения, которые затем 

уничтожались. Он искал только положитель-
ные корни, отрицательные называл невозмож-
ными, а корни из отрицательных величин – 
поистине софистическими [4]. Напомним, что 
в те времена совсем не было ни алгебраиче-
ской символики, ни формул. Правила излага-
лись словами. Вот страница 287 из «Великого 
искусства» Кардано, и перевод к ней: 

Кардано, «Великое искусство», Глава 
XXXVII (De regula falsum ponendi – правило 
ложного положения, отрицательное неизвест-
ное): «Второй вид ложного решения заключа-
ется в корне из отрицательного количества (per 
radicem m). Я приведу пример. Если кто-нибудь 
потребует, чтобы разделить 10 на две части, ко-
торые по перемножении дали бы 30 или 40, то 
ясно, что этот случай или вопрос невозможен. 
Но мы поступим так: разделим 10 пополам, по-
ловина будет 5; умноженная на самое себя, она 
даст 25. Затем вычти из 25 то, что должно по-
лучиться по перемножении, скажем, 40, – как 
я объяснял это тебе в главе о действиях в 4-й 
книге; тогда останется m:15; если взять от это-
го R и прибавить к 5 и вычесть из 5, то полу-
чаются части, которые, перемноженные меж-
ду собой, дадут 40. Таким образом, части эти 
будут:5p:Rm:15 и 5m:Rm:15». 

Здесь Кардано рассматривает уравнение 
x(10–x)=40, или x2+40=10x (уравнение долж-
но было быть записано так, чтобы коэффици-
енты были положительны). Кардано решает 
его согласно своему правилу, в современной 
записи: . Двоеточие 
тогда использовалось вместо точки. Кардано 

1  Подобное высказывание есть также в трактате 1484 г. Никола Шюке Le triparty еn la science des nombres, но он был опубликован только в 1880 г., 
хотя его идеи были известны.

2 Термометры изобретались и ранее, но на их шкалах не было разметки ниже нуля (реперной точки).
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показывает, что произведение корней рав-
но 40. В тексте p означает plus, плюс; m озна-
чает minus, минус; R означает radix, корень; 
5p:Rm:15 означает ; 5m:Rm:15 озна-
чает ; 25m:m:15 quod est 40 означает 
25–(–15)=40. Кардано использует тот факт, что 
комплексно сопряженные корни при сложении 
дают действительное число. История открытия 
формулы решения кубического уравнения опи-
сана в книгах [5–8].

1572 г. «Алгебра»
Рафаэля Бомбелли

В 1572 г. последователь Кардано, инженер-
гидравлик  Рафаэль Бомбелли (1526–1572), на-
писал книгу «Алгебра» [9], в которой впервые 
ввел правила арифметических операций над 
отрицательными числами, и рассмотрел реше-
ние кубического уравнения в случае корней из 
отрицательных величин. Решая такие уравне-
ния, где во вспомогательных уравнениях под 
знаком кубического радикала удавалось выде-
лить куб суммы либо разности, а значит, и из-
влечь кубический корень, Бомбелли показал, 
что корни из отрицательных величин взаимно 
уничтожатся, так как слагаемые являются вза-
имно сопряженными. Бомбелли указал на воз-
можность определить отношение равенства, 
сумму и произведение комплексных чисел. 
Но ни физического, ни геометрического смыс-
ла у корней из отрицательных величин еще не 
было. Бомбелли, как инженер-гидравлик, отно-
сился к ним как к полезной вспомогательной 
конструкции.

1637 г. «Геометрия»
Рене Декарта

В 1637 г. Рене Декарт (1595–1650) издал 
свою «Геометрию, в которой назвал мнимые 
корни «воображаемыми» (imaginariae). Там же 
впервые появился термин «действительный ко-
рень». Отрицательные корни он называл лож-
ными. Мнимые корни появлялись у Декарта 
в решении задачи о пересечении окружно-
сти с параболой. Декарт рассматривает случаи 
их пересечения, касания и тот случай, «когда 
окружность не пересекает параболы ни в одной 

точке, то это означает, что уравнение не имеет 
ни истинных, ни ложных корней и что все они 
воображаемые». «Не существует ни одной ве-
личины, которая соответствует этим вообража-
емым корням» [10, с. 85].

1685 г. «Алгебра»
Джона Валлиса

Первым математиком, попытавшимся дать 
геометрическую и физическую интерпрета-
цию отрицательным и мнимым числам, был 
Джон Валлис. Это было в 1685 г. в его тракта-
те «Алгебра». Отрицательные числа он поясня-
ет на задаче о перемещении: «Но если, продви-
нувшись вперед на 5 ярдов в В, он пройдет об-
ратно на 8 ярдов в D, и будет спрашиваться, на-
сколько он продвинулся вперед, когда попал в 
D, или сколько это по ходу движения из A, то я 
скажу: ‒3 ярда (так как +5‒8= ‒3). Иными сло-
вами, он продвинулся вперед на 3 ярда меньше, 
чем ничто. Уместность этой речи сомнительна 
(так как не бывает меньше, чем ничто). И, сле-
довательно, если [рассматривать движение] по 
линии AB вперед, то этот случай невозможен». 
Мнимые – как стороны утраченного квадратно-
го земельного поля [3, с. 265]. Мнимая вели-
чина для него есть «средняя пропорциональная 
между положительной и отрицательной вели-
чиной». На его рисунке мы видим, что мнимое 
число представляет собой отрезок касательной 
BP. Вот рассуждение Валлиса:

«Глава LXVII. Представление того же геоме-
трически.

То, что уже было сказано о  в алгебре 
(как о среднем пропорциональным между по-
ложительным и отрицательным количеством), 
можно проиллюстрировать геометрически.



6

ÈÑÒÎÐÈß ÍÀÓÊÈ È ÒÅÕÍÈÊÈ.  № 4. 2017

Если, например, вперед от A я возьму 
AB= +b, а вперед оттуда BC= +c (составим 
AC= +AB+BC= +b+c, диаметр круга), тогда си-
нус (полухорда), или среднее пропорциональ-
ное, .

Но если я возьму AB= –b в обратную сторо-
ну от A, а потом возьму BC= +c вперед от это-
го B (составим AC= –AB+BC= –b+c как диаметр 
круга), тогда касательная будет средним про-
порциональным .

Так как  означает синус (полухорду),  
 будет обозначать тангенс (касательную) 

той же дуги AP от той же точки P до того же ди-
аметра AC. <…>.

Это требует новых невыполнимостей в алге-
бре (которые не встречались в линейных урав-
нениях), не только отрицательных корней, и ко-
личеств, меньших, чем ничто, но и корней из 
отрицательных квадратов. Чего, строго гово-
ря, быть не может: так как нет действительных 
корней (положительных или отрицательных), 
которые, будучи умножены сами на себя, дадут 
отрицательный квадрат.

Эта неосуществимость в алгебре аргумен-
тируется неосуществимостью рассмотренного 
случая в геометрии; и так как точка B не может 
(по нашему предположению) лежать на прямой 
AC, как бы ни располагать ее (спереди или сза-
ди) от A.

Так что, вопреки случаю отрицательных 
корней, мы должны сказать, что точку B невоз-
можно найти, если предполагать ее положение 
на AC впереди, но сзади от A может быть такой 
же отрезок: сейчас мы должны сказать, что для 
случая отрицательного корня точка B не может 
быть найдена, как предполагалось, на прямой 
AC, но она может быть выше этой линии в той 
же плоскости.

На чем бы я хотел бы особенно настаивать, 
так как понятие (я полагаю), новое, и это явное 
заявление, как я сейчас думаю, предназначено 
развить идею того, что мы называем мнимыми 
корнями квадратного уравнения.

Но когда мы приводим квадратное уравнение 
не к отрицательной величине, относительно 

которой мы говорили ранее, но к так называе-
мой мнимой величине, это все равно, что ска-
зать, что точка B не может находиться на пря-
мой AC, как мы предполагали, но, вне этой ли-
нии, она может находиться (на той же плоско-
сти), на таком же расстоянии выше прямой AC» 
[Там же, с. 266–268].

К сожалению, предположение  Валлиса о 
том, что комплексные числа расположены не 
на прямой, а на комплексной плоскости, оста-
лось непонятым современниками. Для того, 
чтобы число стало математическим объектом, 
нужно было определить отношения (равен-
ство, больше, меньше, то есть порядок) и опе-
рации над объектами. Но было неясно, всегда 
ли операция над комплексными числами при-
ведет к числу такого же вида, то есть . 

1702 г., Г. Лейбниц

Г. Лейбниц попытался это показать в 1702 г., 
но потерпел неудачу. В статье «Наглядное до-
казательство нового анализа для познания бес-
конечности по отношению к суммам и квадра-
турам», раскладывая двучлен x4+a4 на множи-
тели, Лейбниц пришел к результату

и сделал вывод, что существуют мнимости 
другого вида. Он назвал мнимые числа idealis 
mundi monstro3 [11, с. 216].

1712 год. Логарифм
отрицательного и мнимого числа

До 1702 г. мнимые числа рассматривались 
лишь как корни из отрицательных величин.
В 1702 г. Иоганн Бернулли столкнулся с про-
блемой вычисления логарифма комплексно-
го числа. К 1712 г. Бернулли и Лейбниц спо-
рили по поводу того, чем является логарифм 

3  Itaque elegans et mirabile effugium repetir in illo Analyseos miraculo, idealis mundi monstro, pene inter Ens et non-Ens Amphibio, quod radicem 
imaginariam appellamus - То, что мы называем мнимым корнем – это изысканное и замечательное изобретение в этом удивительном анализе, прообраз 
мирового чуда, амфибия между бытием и небытием.
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отрицательного числа. Для положитель-

ного числа a справедливо . 

Продолжая рассуждение, можно заключить, 

что . Но чему равен 

ln(–1)? Лейбниц полагал, что он должен быть 
комплексным. Бернулли, а потом и Даламбер, 
считали, что вещественным. Английский мате-
матик и астроном Р. Котс (Cotes, 1682–1716) в 
работе «Измерения отношений» (Logometria) 
1714, опубликованной в Philisophical Tran-
sactions в 1717 г., поместил формулу 
ln(cosx+isinx)=xi, высказанную такими слова-
ми: «Если какая-либо дуга четверти круга, опи-
санного радиусом CE, имеет синус CX и си-
нус дополнения до четверти XE и если принять 
радиус CE за модуль, то дуга будет мерой от-
ношения  к CE, умноженной на 

». Котс не дал ей каких-нибудь применений. 
В 1749 году Эйлер обосновал ее, подтвердив 

правоту Лейбница. Сейчас мы знаем эту фор-
мулу в виде .

1707 и 1722 годы. Тригонометрическое 
представление Абрахама Муавра

В 1707, а затем в 1722 г. у Абрахама Муавра 
появилась тригонометрическая интерпретация 
комплексного числа. Кубические и выше урав-
нения решались не только алгебраическим, но 
и тригонометрическим способом, с помощью 
синусов кратных дуг [12]. Известен эпизод с 
Франсуа Виетом, в 1594 г. решившим этим спо-
собом уравнение 45-й степени. Используя из-
вестные соотношения, Муавр пришел к фор-
муле возведения в степень и извлечения корня 
натуральной (до 7-й) степени из комплексно-
го числа. Интересно, что он рассматривал дуги 
окружности x2+y2=1, а затем дуги гиперболы 
x2–y2=1, что привело его к идее мнимой подста-
новки  [13]. Но, даже представив ком-
плексное число в тригонометрической форме, 
Муавр не изображал его на плоскости.

Л. Эйлер

В 1730–1740-х гг. в Петербурге Л. Эйлер раз-
работал основы теории функций комплексного 

переменного. В своих работах Эйлер перехо-
дил от координат точки (x, y) к комплексному 
числу , представлял его в поляр-
ных координатах . Это 
представление использовали после Л. Эйлера 
Лагранж и другие математики в двумерных за-
дачах матфизики, но тогда еще не было ни гео-
метрического, ни тем более физического пред-
ставления операций над комплексными числа-
ми. В 1743 г. Л. Эйлер создает метод решения 
линейных дифференциальных уравнений выс-
ших порядков, в котором при решении характе-
ристических алгебраических уравнений возни-
кают мнимые числа. При этом общее решение 
уравнения действительно [14].

В 1748 г. Л. Эйлер доказал формулу Муавра 
для всех действительных n. Сейчас ее дока-
зывают как следствие из формулы Эйлера 

. Л. Эйлер опубликовал эту 
формулу в статье 1740 г. и в VII главе кни-
ги «Введение в анализ бесконечно малых» 
(Introductio in analysin infi nitorum, 1748 г.) 
[15, с. 104]. 

Понятие комплексного числа постига-
лось Эйлером постепенно. Большое число на-
блюдений собственных математических ис-
следований не всегда находило геометри-
ческую либо физическую интерпретацию. 
А.И. Маркушевич обратил внимание на такой 
факт. В 1741 г. Л. Эйлер в письме к Гольдбаху 
(9.XII. 1741) сообщает: «Я нашел также недав-
но замечательный парадокс, а именно, что зна-
чение выражения

весьма близко к  и эта дробь отличается толь-

ко в миллионных долях от действительной. 
Истинное значение этого выражения есть ко-
синус дуги 0,6931471805599…». Смысл этой 
цитаты становится ясным, если представить 

 в виде , что по фор-

муле Эйлера из «Введения в анализ бесконеч-

но малых»  дает cos ln2. 
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Значение ln2 и приводится Л. Эйлером [16, 
с. 18].

1749/51 гг., Л. Эйлер

Л. Эйлер в статье «Исследованиях о мнимых 
корнях уравнений» (Recherches sur les raciness 
imaginaires des équations. Mém. Ac. Berlin, 
(1749) 1751) рассмотрел вопрос о возможном 
виде комплексного числа. «Мнимым коли-
чеством называют такое, которое ни больше 
нуля, ни меньше нуля, ни равно нулю; это, сле-
довательно, нечто невозможное, как, например, 

 или вообще , поскольку такое ко-
личество ни положительно, ни отрицательно, 
ни нуль» [17, с. 79]. Доказываемую им основ-
ную теорему алгебры Л. Эйлер рассматривает 
как частный случай следующего предложения: 
«Всякое мнимое количество всегда образовано 
двумя членами, один из которых есть действи-
тельное количество, обозначаемое через M, а 
другой – произведение также действительного 
количества N на ; таким образом,  есть 
единственный источник всех мнимых выраже-
ний» [17, с. 121].

Для доказательства Л. Эйлер применил к 
числам вида  различные алгебраиче-
ские и трансцендентные операции, известные 
в его время,  и показал, что результат будет чис-
лом того же вида. 

1752. Жан Лерон Даламбер.
Условия Коши-Римана

В XVIII в. бурно развивалась гидродина-
мика. В 1752 г. Ж.Л. Даламбер рассматри-
вал плоское движение идеальной жидкости. 
В статье «Опыт новой теории сопротивления 
жидкостей»  Даламбер определил скорость 

, где функции 
u(x, y) и v(x, y) – проекции скорости частицы 
жидкости на оси координат. Они связаны урав-
нениями , то есть vdx+udy и 

udv–vdy ‒ полные дифференциалы, компактная 

запись . В 1755 г. Л. Эйлер пришел 

к тем же результатам, а позже установил, что 

действительная и мнимая часть любой анали-
тической функции необходимо удовлетворяют 
этим условиям [18, с. 3].  

В работах Л. Эйлера была изложена теория 
элементарных функций комплексной перемен-
ной. Сейчас эти условия носят имена Коши-
Римана, и являются условиями аналитично-
сти функции. Для такой функции семейства 
кривых u(x, y)=C и v(x, y)=C взаимно ортого-
нальны.

1768 г. Л. Эйлер.
«Универсальная Арифметика» 

Операции извлечения корня еще долгое вре-
мя представляли трудности. В «Универсальной 
арифметике» 1768 г. [1, т. 1] Л. Эйлер пишет: 
«Корни из отрицательных чисел ни больше, ни 
меньше, нежели ничего, и самое ничего они 
также не будут, ибо 0 умноженный на 0 в про-
изведении  дает 0, и, следовательно, не отрица-
тельное число.

Когда все возможные числа, которые толь-
ко представить можно, суть больше или мень-
ше нуля или самой 0,то то из сего видно, что 
корни квадратные из отрицательных чисел в 
число возможных чисел включены быть не мо-
гут, следовательно, суть числа невозможные.
Сие обстоятельство ведет нас к познанию та-
ких чисел, которые по их свойству суть невоз-
можные и обыкновенно мнимыми числами на-
зываются, потому что их в уме только предста-
вить можно» [1, с. 90, курсив Эйлера].

Но далее Эйлер проводит ошибочное рас-
суждение: «Но когда , умноженный на 
, дает ; то , умноженный на , даст 

; равным образом , умноженный на ,
даст , то есть 2; откуда видно, что два не-
возможные числа, помноженные сами собою, 

1
Вычеркивание

1
Вставить текст
:

1
Вычеркивание
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произвести могут возможное или действитель-
ное число. Но когда  умножен будет на ,
то получится , или возможное число, пом-
ноженное на невозможное, всегда невозмож-
ное производит» [1, с 93]. Как видим, опера-
ции над комплексными числами еще были не-
ясны, но спустя 9 лет Л. Эйлер исправил свою 
ошибку, дав определение  как мнимости i, 
квадрат которой равен –1, то есть . Эйлер 

обсуждал вопрос о целесообразности мнимых 
чисел: «Наконец еще сомнение разрешить над-
лежит, которое состоит в том, когда такие сила 
суть невозможны, то кажется, что они совсем 
не нужны, и учение сие за самую малость по-
честь можно. Но, несмотря на сие, оно в самом 
деле весьма нужно, ибо очень часто случают-
ся такие вопросы, о которых скоро узнать нель-
зя, возможные ли они или невозможные? А ког-
да решение их приведет нас на такие числа не-
возможные, то сие значить будет, что и самый 
вопрос невозможен. Для изъяснения сего при-
мером рассмотрим следующий вопрос: данное 
число 12 разбить на две такие части, которых 
бы произведение было 40? Сей вопрос когда 
по предписанным в следующих правилах ре-
шать будем, то найдем для двух искомых чисел  

 и , которые, следовательно, суть 
невозможные: итак, из сего видно, что вопроса 
сего решить не можно. Ежели бы должно было 
число 12 разделить на такие две части, которые 
в произведении дали 35, то сии части были бы 
без сомнения 7 и 5» [1, с. 94, 95].

1777 г., Л. Эйлер
вводит символ i

В докладе  «О формах дифференциалов 
углов, особенно с иррациональностями, кото-
рые интегрируются с помощью логарифмов 
и круговых дуг, Магистр естественных наук 
Академии представил 5 мая 1777 года», опу-
бликовано в 1794 г., Л. Эйлер впервые ввел 
символ мнимой единицы i по первому слову 
imaginaire, которым Декарт называл мнимые 
числа.
Перевод: Рассмотрим и исследуем диффе-

ренциальную формулу , интеграл от 

логарифма дуг окружностей. Решение. Для 
этого мне представляется доступным еще один 
способ, который однако требует мнимой еди-
ницы , которую в дальнейшем мы будем 
обозначать буквой i, так что ii = –1, или, что 
то же, . Прежде всего заметим, что значе-

ние нашей формулы – это cos.Ф ‒ можно заме-

нить двумя частями  и 

, и тогда наша форму-

ла может быть представлена как , и 

тогда интеграл выразится как  [19, с. 184]. 

В семидесятые годы Эйлер меняет свое от-
ношение к мнимым числам. Из вспомогатель-
ного формализма они приобретают необходи-
мый теоретический статус, получив опреде-
ление (i2 = –1) и описание свойств. Л. Эйлер 
разработал теорию интегралов функции ком-
плексного переменного, в том числе выделив 
принцип симметрии: «Вся теория мнимых, ко-
торым анализ теперь обязан столькими успеха-
ми, опирается главным образом на следующее 
основание: если Z есть какая-либо функция от 
z, которая после подстановки  при-
нимает такой вид: , то по подстанов-
ке  та же функция , где 
буквы M и N означают всегда действительные 
количества» [20, с. 3]. Отсюда следуют форму-
лы Эйлера-Даламбера, или, как мы их теперь 
называем, формулы Коши-Римана.

Тогда же Эйлер применил функцию ком-
плексной переменной к конформным (сохраня-
ющим углы и подобие в малом) преобразова-
ниям.

1
Вычеркивание

1
Вставить текст
числа
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1797/1799 г., Каспар Вессель

Геометрическую интерпретацию комплекс-
ных чисел и действий над ними впервые дал 
норвежский геодезист-картограф Датской ака-
демии наук Каспар Вессель (1745–1818) в ра-
боте «Опыт об аналитическом представле-
нии направления и его применениях, преиму-
щественно к решению плоских и сферических 
многоугольников» [21], поданной в 1797 и опу-
бликованной в 1799 г. на датском языке. Работа 
была им написана для картографов. 

К. Вессель ввел понятие направленного 
отрезка, определил сложение как параллель-
ное смещение плоскости, а умножение – как 
вращение плоскости с растяжением. В §5 сво-
ей работы Вессель пишет: «Пусть +1 обозна-
чает положительную прямолинейную едини-
цу, а +ε – некую другую единицу, перпенди-
кулярную положительной единице и имею-
щую такое же происхождение. Тогда направ-
ляющий угол +1 будет равен 0°, для –1 будет 
равен 180°, для +ε  будет равен 90°, для –ε бу-
дет равен –90° или 270°. В силу того правила, 
что направляющий угол произведения равен 
сумме углов сомножителей, мы будем иметь: 
(+1)(+1)=+1, (+1)(–1)=–1, (–1)(–1)=+1, (+1)
(+ε)=+ε, (+1)(–ε)=–ε, (–1)(+ε)=–ε, (–1)(–ε)=+ε,
(–ε)(–ε)=–1. Отсюда видно, что ε эквивален-
тен  и отклонение произведения опреде-
ляется так, что ни одно из общих правил это-
го действия не нарушается» [Там же, с. 60]. 
Вессель показал, что комплексные числ, 

представленные направленными отрезками, под-
чиняются собственной непротиворечивой ариф-
метике. Суммой двух комплексных чисел a+bi 
и c+di К. Вессель называет диагональ паралле-
лограмма, построенного на сторонах направ-
ленных отрезков, соответствующих слагаемым, 
т.е. параллельное смещение плоскости вдоль 
a+bi. Умножение двух комплексных чисел (a+bi)
(c+di) = (a+bi)ρeiφ, где ρeiφ = c+di отражает враще-
ние плоскости около точки О на угол φ с удли-
нением всех размеров в отношении 1: ρ. Работа 
Весселя содержала основы векторного исчисле-
ния для двумерного пространства и была геоме-
трической моделью комплексных чисел, но, к со-
жалению, она не была замечена ни в Дании, ни 
в Европе. Европейцы не читали ее, потому что 
не знали датского языка, а датские академики не 
обратили на нее внимания. Только спустя столе-
тие, в 1897 г. в Копенгагене отдельной книгой вы-
шел ее перевод на французский язык при редак-
ционном участии Цейтена. Сейчас она доступна 
на английском языке в хрестоматии Смита [22]. 
Открытие К. Весселя не оказало никакого вли-
яния на европейскую математику. В XIX в. гео-
метрическая интерпретация комплексного числа 
была вновь открыта Арганом, и развита в работах 
Гаусса, Грассмана, Гамильтона и других ученых. 

1806, 1813/14.
Жан Робер Арган (1768–1822).  

В 1806 г. во Франции управляющий книж-
ным магазином Жан Робер Арган (1768–1822) 
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анонимно издал брошюру «Опыт некоторого 
способа представления мнимых величин в ге-
ометрических построениях» [22]. Ж.-Р. Арган 
весьма полно разработал геометрическую те-
орию комплексного числа, сделав те же выво-
ды, что и К. Вессель. В частности, он заметил, 
что при умножении комплексных чисел их ар-
гументы складываются (Арган, с. 20), а модули 
растягиваются. Ж.-Р. Арган ввел так называе-
мые диаграммы Ж.-Р. Аргана, изображающие 
операции умножения, возведения в степень и 
извлечения корня из комплексного числа.

Ж.-Р. Арган близко подошел к понятию три-
гонометрических многочленов Чебышева (наи-
менее уклоняющихся от нуля) cos2α=2cos2α–1, 
sin2α=2sinα cosα, cos3α=4cos3α–3cosα, sin3α = 
3sinα–4sin3α и т.д., т.е. F1(x) = x, F2(x) = 2x2–1, 
F3(x) = 4x3–3x и т.д.

Работа Аргана была переиздана в 1813/14 
году Ж. Жергоном в 4-м томе журнала «Annales 
de mathématiques pures et appliquées» (том IV, 
1813–1814, с. 61) вместе с его новой статьей 
(там же, с. 133) в 5-м номере (т. V стр. 197). 
Появились и другие работы на эту тему, о них 
пишет Ганкель.

Вот пример одной из диаграмм Аргана из 
английского издания [23, c. 42]:

1821 А. Коши (1789–1857).
Analyse algébrique 

В 1821 г. Огюстен Коши читал курс анали-
за в Политехнической школе. Известно, что его 

студенты бурно протестовали против препо-
давания комплексных чисел, полагая эти зна-
ния бесполезными. Изложение этой темы в 
Analyse algébrique формально: Коши рассма-
тривает действия над комплексными числа-
ми как операции над алгебраическими симво-
лами, что потом высмеивал Ганкель: теоремы 
сложения, тригонометрическая форма, ариф-
метические действия над алгебраической фор-
мой, сводимость алгебраической формы к три-
гонометрической и обратно; возведение в сте-
пень и извлечение корня. Правда, Коши впер-
вые дает формулу

(cosϑ +  sinϑ)(cosϑ –  sinϑ) = 1,

а также обращает внимание на периодичность 
комплексного числа [24, c. 173]. У О. Коши нет 
геометрической интерпретации комплексных 
чисел и операций над ними. Но это был учеб-
ный курс, а не научное исследование. Позже, 
в 1829–1832 гг. О. Коши сделал величайший 
вклад в теорию функций комплексной пере-
менной – создал теорию вычетов.

1831 г. Карл Фридрих Гаусс.
«Теория биквадратичных вычетов»

К-Ф. Гаусс (1777‒1855) был одним из самых 
скрытных ученых своего времени. Он знал все, 
но публиковал очень немногое. Понимание 
геометрической природы комплексных чи-
сел неявно присутствует еще в его диссерта-
ции 1799 г., но строгое построение алгебры 
комплексных чисел сделано в «Теории бик-
вадратичных вычетов» 1831 г. К-Ф.Гаусс пи-
сал: «Трудности, которой считается окружен-
ной теория мнимых величин, по большей ча-
сти имеют своей причиной мало удачные наи-
менования (некоторые снабдили их даже неу-
дачно звучащим названием невозможных ве-
личин). Если бы, исходя из представлений, да-
ваемых многообразием двух измерений (кото-
рые с большой ясностью проявляются при про-
странственных соображениях), называть поло-
жительные величины прямыми, отрицатель-
ные – обратными, а мнимые – к ним перпен-
дикулярными величинами, то мы имели бы 
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простоту вместо путаницы, ясность вместо ту-
манности» [25, c. 704]. Он рассматривал чис-
ла на комплексной плоскости, ввел понятие со-
пряженного числа, нормы, выделил целые и 
рациональные комплексные числа. Так как це-
лью Гаусса в это работе была теория чисел, то 
и комплексные числа он привлек именно с этой 
целью. Благодаря тому, что некоторые простые 
числа оказались сомножителями комплексно 
сопряженных чисел, например,

2 = (1+i)(1–i), 5 = (1+2i)(1–2i), 13 =
= (3+2i)(3–2i), 17 = (1+4i)(1–4i),

К-Ф. Гауссу удалось раскрыть теоретико-
числовые закономерности разложения чисел.

1841 г., Г. Грассман.
Учение о протяжениях 

Герман Грассман (1809‒1877), учитель 
прусской гимназии, исследовал природу сло-
жения и умножения комплексных чисел и на 
этой основе создал «Учение о протяжениях» 
(Ausdehnungslehre), изданном в 1844 и затем 
в 1862 г. Исходя из принципов и «требований 
статики и механики» [26, с. 43] он вывел поня-
тие n-мерного многообразия с системой опера-
ций. В частности, Г. Грассман писал: «Под про-
изведением двух отрезков a, b мы понимает 
площадь образованного ими параллелограмма, 
имея в виду как величину, так и его положение, 
то есть мы полагаем ab = cd только в том слу-
чае, если параллелограмм, образованный от-
резками a и b, не только равен по величине па-
раллелограмму, образованному из отрезков 
c и d, но и лежит в параллельной с последни-
ми плоскости и имеет одно и то же направле-
ние [там же, с. 48]. <…> Если мы изменим ме-
стами факторы произведения ab, то смысл па-
раллелограмма изменяется на обратный» [там 
же, с. 61]. Но сложность изложения и фило-
софский язык вместо математического надол-
го затруднили понимание его открытия, толь-
ко к концу XIX в. послужившего основой вве-
дения n-мерного векторного пространства, что 
сделано в работах Гиббса.

1843 г. У. Р. Гамильтон (1805–1865). 
Создание теории кватернионов 

Сэр Уильям Роуэн Гамильтон (англ. William 
Rowan Hamilton; 1805‒1865) ‒ королевский 
астроном Ирландии, математик, механик-
теоретик, физик-теоретик. С 1835 г. Гамильтон 
рассматривал алгебру ни как искусство, ни 
как язык, ни как науку о количестве, но ско-
рее как науку о порядке в определенных рядах. 
Примером такого процесса является для него 
идеальное время, освобожденное от всех свя-
зей причинности и воздействий, так как оно 
по Канту является чистой интуитивной фор-
мой нашего внутреннего восприятия и лучше 
поэтому приспособлено, чем пространство, то 
есть форма нашего внешнего восприятия; во 
всяком случае, понятия «прошедшее», «насто-
ящее» и «будущее» возникают в нашем созна-
нии скорее, чем понятия «вперед» и «назад» 
в пространстве; поэтому алгебра у него – это 
наука чистого времени. «Если геометрия опи-
рается на интуицию пространства, то алгебра 
могла  бы опираться на родственную интуицию 
времени» [27, с. 466]. Гамильтон определил 
вектор как перенос. Его символ i означает, во-
первых, единичный вектор оси Ox, во-вторых, 
мнимую единицу, и, в-третьих, оператор вра-
щения – верзор.

В 1835 г. Гамильтон опубликовал рабо-
ту «Теория алгебраических пар» [28], в кото-
рой дал новое построение теории комплексных 
чисел. Это была следующая форма (z = (a, b)) 
комплексных чисел после алгебраической (z = 
a+bi), тригонометрической (z = r(cosφ+isinφ)) 
и показательной (z = reiφ). Гамильтон рассмо-
трел комплексное число x+iy как алгебраиче-
скую пару (x, y) действительных чисел, то есть 
устранил геометрический элемент и свел ком-
плексные числа к чистой алгебре, что позволи-
ло перейти к новому уровню геометрического 
обобщения ‒ поворот и растяжение на плоско-
сти. Это дало возможность формализовать ме-
тоды матфизики в задачах потока жидкости или 
тепла, гравитации, звуке, оптике. Но эти задачи 
решались в  двумерном пространстве.

Гамильтон хотел распространить систему 
комплексных чисел на трехмерное простран-
ство, но обнаружил трудности с определением 

1
Комментарий текста
дать курсивом
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умножения ‒ нарушался либо коммутативный 
закон, либо закон дистрибутивности.  Это про-
тиворечило принципу перманентности экви-
валентных форм Дж. Пикока, установленно-
го в 1830 г.: законы операций алгебры долж-
ны оставаться неизменными, что бы ни озна-
чали символы, над которыми совершается опе-
рация4. Кроме того, у Гамильтона ненулевые 
сомножители могли дать нулевое произведе-
ние. Гамильтон пришел к выводу, что можно 
построить алгебру только для четырехмерных 
чисел.

Внезапное озарение, как нужно перемно-
жать четверки чисел, настигло его 16 октября 
1843 г. в Дублине на мосту Брумбридж через 
Королевский канал [27, с. 443]. «И вдруг меня 
осеняет сознание, что для вычислений с три-
плетами мы должны допустить в некотором 
смысле четвертое измерение пространства, 
или, перенося парадокс в алгебру, должны до-
пустить третий мнимый символ k, отличный от 
i и j, не смешивающийся с i или j, но равный 
произведению первого как множителя и второ-
го как множимого. Поэтому я пришел к ввере-
нию кватернионов». «Там и тогда я почувство-
вал гальванизирующий ток от приближающей-
ся мысли, и искры, произведенные им, пред-
ставляли собой фундаментальные уравнения 
между i, j, k, причем в точности такие, какие 
я с той поры всегда и использую». Гамильтон 
был настолько потрясен, что тут же на перилах 
моста нацарапал формулы i2 = j2 = k2 = ijk = –1. 
Сейчас на мосту Брумбридж установлена ме-
мориальная доска.

Как писал сам Гамильтон в 1843 г. о вра-
щении, «Т.к.  является в определенном 

хорошо известном смысле линией, перпен-
дикулярной к линии 1, то кажется естествен-
ным, что должна быть некоторая другая мни-
мость для выражения линии, перпендикуляр-
ной к обеим первым. Вот почему вращение от 1 
к ней, будучи удвоенным, также приводит к –1, 
и она также должна быть корнем квадратным 
из отрицательной единицы, хотя его не долж-
но смешивать с предыдущим. Обозначая ста-
рый корень, как это часто делают немцы, через 
i, а новый – через j, я исследовал, какие законы 
надо принять для умножения» [там же, с. 442]. 

Для открытых им «четырехчленных чисел» 
Гамильтон ввел название кватернионы ‒ от лат. 
quaterni ‘по четыре’. Он записывал кватернио-
ны как суммы вида q = a+bi+cj+dk, где i, j, k ‒ 
три кватернионные единицы (аналоги мнимой 
единицы i), a, b, c, d ‒ действительные числа. 
Предполагая умножение кватернионов дистри-
бутивным относительно сложения, Гамильтон 
свел определение операции умножения кватер-
нионов к заданию таблицы умножения для ба-
зовых единиц 1 , i , j , k :

Из таблицы видно, что умножение кватерни-
онов не является коммутативным (поэтому ал-
гебраическая система кватернионов не являет-
ся полем). Сложение векторов коммутативно, 
оно означает параллельный перенос простран-
ства. Но результат выполнения двух трехмер-
ных поворотов при умножении зависит их по-
рядка. Вращение вокруг начала координат в 
пространстве определяет некоторую ось, и по-
тому растяжение с вращением, которое в слу-
чае плоскости требовало двух констант, в про-
странстве может быть охарактеризовано лишь 
четырьмя параметрами.

Теория векторной функции скалярного ар-
гумента была развита Гамильтоном в 1846 г. 

4  «§132. Law of the permanents of equivalent forms stated: Whatever form is algebraically equivalent to another, when expressed in general symbols, must 
be true, whatever those symbols denote» [29, с. 104].
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Гамильтон ввел также понятия коллинеарно-
сти и компланарности векторов, ориентации 
векторной тройки и др. Он ввел понятие годо-
графа, оператор «набла» и применил теорию к 
задачам небесной механики. 

Появление векторного анализа

Теорию кватернионов Гамильтона, опи-
санную им в 109 статьях, компактно изложил 
его ученик, шотландский математик Питер 
Тэт. Друг и соученик Тэта, Дж. К. Максвелл 
(1831–1879) увидел в теории кватернионов 
удобный аппарат для математического описа-
ния теории электричества и магнетизма, со-
держащейся в концепции поля и силовых ли-
ний, опубликованной Майклом Фарадеем в 
1839–1855 гг. Максвелл выделил из теории 
кватернионов собственно векторное исчис-
ление. Это было сделано в работе «Трактат 
по электричеству и магнетизму» (1873) [30] в 
разделе «Предварительные сведения». В ра-
боте Дж. К. Максвелла почти нет символики 
кватернионов, но из нее взято самое полезное 
для задач физики. Дж. К. Максвелл назвал век-

тор  скатом или склоном 

функции ψ, используя слово «склон» (slope), 
чтобы указать направление (и величину) наи-
более быстрого убывания ψ [там же, c. 15], а 
для функции двух переменных – направление 
самого крутого склона поверхности. Термин 
gradient образован от латинского gradior – 
«идти вперед». Термин вошел в употребление 
в метеорологии, затем Максвелл заменил им 
свой the slope of ψ. 

Со временем произошла замена квадра-
та мнимой величины i2 = –1 на скалярное 
произведение (i, i) = 1. Затем были написаны 
«Элементы векторного анализа» Гиббса [31] 
(1880-е годы), после чего Хевисайд (1903) при-
дал векторному исчислению современный вид. 
Термин «векторный анализ» предложил Гиббс 
(1879) в своем курсе лекций. Изложение век-
торного исчисления Гиббса стало классиче-
ским [32].

Кватернионы по-прежнему используются в 
геометрии и физике, например в преобразова-
нии Лоренца, там, где важно задавать трехмер-
ный поворот при помощи минимального числа 
скалярных параметров, такое описание никог-
да не вырождается. 

Г. Минковский в докладе, сделанном 1 сен-
тября 1908 г. на 80-собрании немецких есте-
ствоиспытателей и врачей в Кельне, назвал 
совокупность вещественных x, y, z, t миром 
[33, с. 304].

1867. Герман Ганкель.
«Теория комплексных числовых систем»

В 1867 г. вышла обобщающая книга Германа 
Ганкеля (1839–1873) «Теория комплексных 
числовых систем, преимущественно обык-
новенных мнимых чисел и кватернионов 
Гамильтона вместе с их геометрическим толко-
ванием Д-ра Германа Ганкеля». Г. Ганкель дела-
ет исторический обзор и анализ комплексных 
чисел и их систем. Например, таких, где соблю-
дается закон коммутативности, но нарушается 
ассоциативность и дистрибутивность (работа 
Шеффлера5 1851 г.), системы комплексных чи-
сел Киркмана, не подчиняющихся закону ассо-
циативности, связанные с операционным ги-
пердетерминантом Кэли. Г. Ганкель замечает, 
что «существует связь между теорией функций 
от комплексных чисел высшего порядка и так 
называемым операционным исчислением, по-
просту символической совокупностью опре-
деленных операций над числами» [34, с. 129]. 
Именно благодаря пересказу Г. Ганкеля стала 
понятна и обрела признание работа Грассмана 
«Учение о протяжениях».

Г. Ганкель высказал предположение: 
«Химическая формула может быть рассматри-
ваема, как комплексное число, единицами ко-
торого служат химические обозначения эле-
ментов, а коэффициентами значки, показыва-
ющие кратные количества каждого из элемен-
тов. Химическому соединению соответству-
ет в теории чисел операция умножения; эле-
ментам или собственным их атомным весам 

5  Scheffl er Hermann (1820–1903).
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отвечают первоначальные множители, а хими-
ческие формулы для разложения тел суть бук-
вально то же самое, что и формулы для разло-
жения чисел» [там же, с. 128]. Это было за два 
года до открытия Менделеевым периодическо-
го закона.

Г. Ганкель сформулировал закон перманент-
ности формальных законов: «Если две части 
логической формы, выраженные общими зна-
ками универсальной арифметики, равны меж-
ду собой, то они должны оставаться равными и 
тогда, когда знаки, их выражающие, перестают 
обозначать обыкновенные величины, и вслед-
ствие этого и сами операции получают уже 
некоторый другой, но определенный смысл» 
[там же, с. 20].

Заключение

Вещественные числа, теория которых раз-
вивалась от метода исчерпывания Евдокса до 
понятия непрерывной числовой области, соз-
данной одновременно Мере, Гейне, Кантором, 
Дедекиндом и Вейерштрассом, была обобщена 
А.Н. Колмогоровым [35]. Вещественные числа 
замкнуты относительно арифметических опе-
раций и упорядочены. 

Появление мнимой единицы расширило 
множество вещественных чисел, образовав 
двумерное пространство – комплексную пло-
скость. Это тоже полная и единственная систе-
ма, но в ней уже нет упорядоченности.

Кватернионы имеют размерность 4 и утра-
чивают коммутативность умножения. В 1898 г. 
Адольф Гурвиц доказал, что система кватерни-
онов также единственна. Кватернионы являют-
ся единственной конечномерной алгеброй с де-
лением, которая содержит вещественные числа 
и не совпадает с вещественными или комплекс-
ными числами [37].

Понятие комплексного числа развивалось 
исходя из внутренней логики математики, а 
также исходя из потребностей прикладных 
наук – картографии, гидродинамики и других 
естественных наук. Исследования показали, 
что операции над комплексными числами отра-
жают свойства движения в пространстве – по-
ворот и растяжение. 

Постепенно менялась картина мира: нью-
тонианская механистическая сменилась на ре-
лятивистскую, изменились и геометрические 
представления о пространстве. Математическая 
аксиоматика метрического пространства сфор-
мировалась в первые десятилетия XX в. (Фреше 
и Хаусдорф). Мнимая составляющая комплекс-
ных функций приобретала физические смыслы 
проекции силы, реактивного сопротивления, 
потери энергии, составляющей коэффициента 
преломления, гармонического колебания.

Мы рассказали здесь главное течение исто-
рии развития понятия комплексного числа. 
Были и другие попытки интерпретировать ком-
плексное число и операции над ним, не полу-
чившие признания. В конце XIX в. в попытках 
расширить понятие комплексного числа воз-
никли сложные многомерные системы, рассказ 
о которых за рамками этой статьи.

Развитие понятия комплексного числа по-
служило базой для теории функций комплекс-
ного переменного, операционных методов ре-
шения дифференциальных уравнений, неев-
клидовой геометрии, теории чисел, геодезии и 
картографии, математической физики, теории 
упругости,  теории электромагнитного поля, 
электро- и магнитостатики, электродинамики, 
квантовой механики [36]. Комплексность отра-
жает фундаментальные свойства мира – сим-
метрию и цикличность.
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