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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Свойство множества действительных чисел 
быть непрерывным или полным было сформу-
лировано в виде нескольких концепций во вто-
рой половине XIX в. В основе каждой из этих 
концепций лежат следующие свойства множе-
ства действительных чисел.

1. Каждая последовательность замкнутых 
вложенных интервалов имеет непустое пересе-
чение, и верна аксиома Архимеда.

2. Каждое ограниченное подмножество име-
ет верхнюю грань.

3. Каждая последовательность Коши схо-
дится и верна аксиома Архимеда.

4. Каждое бесконечное ограниченное под-
множество имеет предельную точку (свойство 
Больцано-Вейерштрасса).

5. Каждая ограниченная монотонная после-
довательность сходится.

Эквивалентность этих свойств была доказа-
на на рубеже XIX и XX вв. Гильбертом. Истоком 
всех концепций служили античные методы 
пропорций и исчерпывания, но потребовалось 
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более 2 300 лет для появления концепций числа 
и непрерывности. История этого процесса бо-
гата и интересна, в ней еще много неисследо-
ванного. Здесь мы проследим путь только пер-
вой из идей: метода вложенных отрезков или, 
что равносильно, сходящихся последователь-
ностей. 

Первая теория действительного числа была 
построена Евдоксом, изложена Евклидом в 
«Началах» и состояла из двух частей: теории 
отношений и метода исчерпания, который был 
разработан для несоизмеримых величин и за-
ключался в построении монотонной последо-
вательности сумм известных величин, прибли-
жающейся с недостатком к искомой геометри-
ческой величине. Архимед в своем «досифе-
евском1» цикле: «Квадратура параболы», «О 
шаре и цилиндре», «О коноидах и сфероидах», 
«О спиралях» и «Об измерении круга» при вы-
числении искомой величины создает две по-
следовательности измеряемых величин, при-
ближающихся к искомой с недостатком и с из-
бытком. 

В послании к Эратосфену Архимед отме-
тил, что метод исчерпывания удобен, когда 
нужно обосновать правильность заранее из-
вестного результата. Чтобы найти сам резуль-
тат, Архимед прибегал к эвристическому меха-
ническому методу математического атомизма. 
Он представлял отрезки линий состоящими из 
материальных точек плоские фигуры из отрез-
ков и тела из плоскостей, и определял расстоя-
ния между центрами тяжести [1, 2]. 

В период раннего Возрождения в Европе 
распространились тексты античных авторов. 
В университетах Парижа XII в. и Оксфорда 
XIII в. лекции профессоров заключались в 
чтении классиков, прежде всего Аристотеля, и 
их комментировании. Как заметил В.П. Зубов, 
для XIV века характерны «математизация» 
Аристотеля и «физикализация» Евклида [3, 
c. 622]. Ученые пытались отделить поня-
тия точки, линии и поверхности от их физи-
ческой интерпретации (споры реалистов и 
номиналистов). Континуум рассматривался 

как целостный геометрический либо физи-
ческий объект (понятие числового контину-
ума формируется лишь в XIX в.). В работах 
Аверроэса и Альберта Великого возникает 
идея последовательности и бесконечной по-
следовательности2 как характеристики движе-
ния; зарождается различие между кинемати-
ческим и динамическим аспектами. В XIV в. 
эта идея была развита в трудах Вычислителей 
(Калькуляторов) – группы ученых Мертон-
колледжа в Оксфорде. Благодаря им античная 
традиция оценок с помощью неравенств сме-
няется новой традицией точного вычисления, 
равенства. Их заслугой было введение в нау-
ку понятий «последовательность», «интен-
сивность» и «мгновенная скорость», хотя и не 
определенных строго. 

Жан Буридан (ок. 1300‒1358) учился в 
Сорбонне у Уильяма Оккама. Интересна его кон-
цепция континуума, изложенная в «Вопросах 
к восьми книгам «Физики» Аристотеля», и в 
трактате «О точке». Буридан выделяет понятие 
границы, проявляет значимость геометриче-
ского понятия «касание». Буридан создает кон-
струкцию, послужившую основой одного важ-
ного построения математики XIX в. – после-
довательность интервалов, в каждом из кото-
рых содержится точка континуума: «если взять 
первую крайнюю точку, то можно указать часть 
линии, ближайшую к ней и более близкую, не-
жели все прочие части, которые не являются 
частями этой части и которых она не являет-
ся частью. Но если мы возьмем несколько та-
ких частей, из которых одна не является частью 
другой, то нет двух частей, одинаково близких 
к первой точке. Например, к первой точке не-
посредственно примыкает первая половина ли-
нии, первая четверть, или первая восьмая. Но 
среди четвертей одна предшествует всем про-
чим четвертям, и среди восьмых одна предше-
ствует всем прочим восьмым. Следовательно, 
аналогично можно сказать о точках, а именно: 
поскольку все находятся совершенно друг вне 
друга, одна должна предшествовать всем про-
чим3» [4, 5]. 

1 Все эти работы написаны в виде писем к Досифею, ученику Конона.
2 res successive.
3 Идея покрытий была высказана Больцано в 1817 г., встречается в лекциях Дирихле 1862 г., лемма о покрытиях сформулирована 

Гейне в 1872 г., теорема о покрытиях доказана Борелем в 1895 г. и обобщена Лебегом в 1898 г.
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В эпоху Возрождения растет интерес к тради-
ции Архимеда, оказавшей влияние на Галилея 
и Стевина. Метод построения последователь-
ностей объемлющих и объемлемых величин 
встречается в интерполировании разностями 
высоких порядков в «Логарифмической ариф-
метике» Г. Бригса, в «Méthodes de quadrature» 
П. Ферма, о которых он сообщал ученику 
Галилея Б. Кавальери; в интерполяционных 
формулах Д. Валлиса.

Математический атомизм возродился в 
XVI в. И. Кеплер (1571–1630) использовал неде-
лимые при вычислении объемов. Б. Кавальери 
(1589–1647) в 1635 г. издал «Основы учения 
о неделимых» [6]. Б. Кавальери высоко це-
нил эвристический потенциал метода недели-
мых, но отвергал возможность алгебраическо-
го обоснования метода, что порождало проти-
воречия, отмеченные его учителем Галилеем. 
Дж. Валлис, И. Барроу и И. Ньютон пользо-
вались продуктивным, хотя и противоречи-
вым методом Кавальери. Маклорен писал: 
«Кавальери чувствовал в равной мере и труд-
ности и преимущества нового метода. Он так 
говорит о нем, как если бы он предвидел, что 
необходимо придать новой науке бесспорную 
форму, чтобы удовлетворить наиболее придир-
чивых геометров» [7, с. XLIX-L].

Таким образом, определились две тенден-
ции, намеченные в трудах Архимеда: поиск ис-
комого результата с помощью метода недели-
мых, развитого в трудах Кеплера и Кавальери, и 
обоснование найденного результата с помощью 
сходящихся с избытком и недостатком после-
довательностей, продолженного Дж. Грегори и 
К. Маклореном. Заметим, что целью решения 
задач было нахождение геометрической вели-
чины (длины, площади, объема); в XVII в. этот 
процесс не давал определения числа как тако-
вого. 

1668 год, Джеймс Грегори,
«Истинная площадь круга и гиперболы»

Шотландец Джеймс Грегори (1638–1675) 
был предшественником Ньютона в создании 

математического анализа. В 1644–1667 гг. он 
жил в Италии, где в Падуе учился у Стефано 
дельи Анджели (Stefano degli Angeli), уче-
ника Кавальери. Там же он издал два сочи-
нения: «Истинная площадь круга и гипербо-
лы» [8] и «Общие разделы геометрии» [9], 
где применил метод Архимеда для вычисле-
ния криволинейных площадей, но, как отме-
тил он сам, в сочетании с более удобным и 
кратким методом неделимых, принадлежа-
щим Кавальери. В «Геометрии» Дж. Грегори 
уже содержится пропорция, позволяющая 
вычислить длину дуги с помощью элемента 
дуги, и многие идеи интегрального исчисле-
ния. Дж. Грегори впервые использует термин 
«сходимость». В работе «Истинная площадь 
круга и гиперболы» [8] Дж. Грегори, выра-
жая все соотношения в пропорциях вписан-
ных и описанных фигур, строит последова-
тельности, приближающиеся к истинному 
значению площади гиперболического сег-
мента с избытком и недостатком. Таким об-
разом, традиция Архимеда получает новое 
развитие на базе метода неделимых4.

На традиции Архимеда основано вычис-
ление квадратур в интерполяционных фор-
мулах у Ньютона. В 1669 г. Ньютон создал 
метод приближенного решения алгебраи-
ческого уравнения с помощью касатель-
ных [10]. В 1740 г. его усовершенствовал 
Т. Симпсон [11], в 1768 г. Ж. Мюрей (J.-R.-P. 
Mourraille, 1720–1808) обратил внимание 
на необходимость условия выпуклости [12, 
с. 179–183], условия сходимости этого ме-
тода описал Ж.Б. Фурье в 1826 г.5 [13]. Этот 
метод представляет собой процесс стягива-
ния интервала, содержащего корень уравне-
ния. После того как в 1922 г. С. Банах сфор-
мулировал принцип сжимающих отображе-
ний [14], на его основе в середине XX в. 
метод касательных был обобщен в работах 
Л.В. Канторовича [15, 16].

Ньютон в 1686 г. в «Математических на-
чалах натуральной философии» (Книга I, 
Отдел I, «О методе первых и последних от-
ношений») [17, с. 57–64] сформулировал 11 

4 «Послание к Эратосфену» Архимеда, в котором он признает эвристическую роль метода неделимых, было найдено только в 
1906 г. 

5 Опубликовано уже после смерти Фурье, в 1831 г.
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лемм первой теории пределов6, в том числе 
следствие из IV леммы: «Если вообще две 
какого угодно рода величины будут разделе-
ны на одинаковое число частей и, при беско-
нечном возрастании числа их и уменьшении 
каждой из них, отношение их соответственно 
друг к другу, то есть первой к первой, второй 
ко второй и т. д., остается постоянным, то и са-
мые величины будут находиться в этом же от-
ношении» [ibidem, c. 59]. Эта лемма исполь-
зовалась Ньютоном для нахождения площади 
криволинейной фигуры путем покоординатно-
го сравнения ее с известной фигурой. Это ал-
гебраизация метода Кавальери, но неделимые 
у Ньютона, заменены переменными, величина 
которых стремится к нулю.

Колин Маклорен,
«Трактат флюксий», 1742 г.

Шотландский математик Колин Маклорен 
(1698–1746) был другом Ньютона, по ре-
комендации которого он стал профессором 
Эдинбургского университета, заняв в 1726 г. 
место Джеймса Грегори-младшего7. После 
смерти Ньютона в 1727 г. его концепция ана-
лиза подверглась нападкам за недостаточ-
ную ясность и обоснованность8. Маклорен ре-
шил написать обоснование «Трактата флюк-
сий» Ньютона. В 1742 г. вышел его собствен-
ный «Трактат флюксий» [7], содержащий си-
стематизированное и понятное изложение ме-
тода Ньютона. Сочинение должно было слу-
жить учебником для юношества. К. Маклорен 
стремился показать близость метода Ньютона 
и античного метода исчерпания. Опытный пе-
дагог, К. Маклорен нашел осязаемый образ 
сходимости, расположив сходящиеся величи-
ны, будь то длины, площади или объемы, на 
прямой: «мы будем представлять круги и мно-
гоугольники с помощью прямых линий, та-
ким же образом, как выражаются все величи-
ны в пятой книге Начал» [ibid., c. 5]. Все вели-
чины: объемлемая, искомая и объемлющая, по-
следовательно расположены на отрезке, то есть 

соотношение их наглядно. Заметим также, что 
у К. Маклорена впервые появляется термин 
«аксиома Архимеда».

Благодаря метафоре Маклорена метод схо-
дящихся последовательностей приобрел инва-
риантную наглядность, которая в следующем 
веке позволила этому методу подняться на сле-
дующую ступень обобщения. Его конструкция 
еще далека от определения числа, она сформу-
лирована для величин [18].

В XVIII в. сохранялась традиция метода ко-
нечных разностных отношений, имевшая на-
чало в работах Б. Тейлора, А. де Муавра, 
И. Ньютона и продолженная Дж. Стирлингом, 
Л. Эйлером, Ж.Л. Лагранжем. А.-М. Лежандр в 
«Элементах геометрии» 1794 г. [19] определял 
каждую геометрическую величину как число, и 
обратно, каждому числу ставил в соответствие 
геометрическую величину. Примечательно 
также построение Ампера 1806 г. при доказа-
тельстве теоремы Лагранжа о среднем значе-
нии. Он строил цепочку неравенств, в центре 
которой находилось оцениваемое отношение 
(средняя дробь), и, уменьшая шаг, приближал-
ся к искомому значению [20]. У Ампера в рабо-
те не было ни рисунков, ни геометрических ас-
социаций. 

Поставленная еще Галилеем проблема оцен-
ки ошибок наблюдения развивалась в работах 
Лагранжа и Лапласа. В 1775/1776 г. Лагранж 
рассматривал вероятность погрешности в 
среднем арифметическом при различных за-
конах распределения погрешностей.  В 1774 г. 
П.С. Лаплас, исследуя устойчивость солнеч-
ной системы, опубликовал «Мемуар о вероят-
ностях причин по событиям» [21], в котором 
появился его закон нормального распределе-
ния. Создание теории ошибок было продолже-
но Гауссом. В 1809 г. Гаусс в работе «Теория 
движения небесных тел, движущихся вокруг 
Солнца по коническим сечениям» изложил ка-
ноническую теорию учета возмущений орбит 
(§177–182). Анализируя распределение оши-
бок наблюдений на основе формулы Лапласа, 
он заключает: «Так как возможные ошибки в 

6 Ньютон сформулировал леммы для «последних отношений» (ultima ratio), но А.Н. Крылов перевел этот термин как «предел».
7 Джеймс Грегори (1666–1742), профессор математики и племянник известного математика Джеймса Грегори (1738–1675), брат 

астронома и математика Давида Грегори (1659–1708).
8 Венцом этой критики был «Аналист» Дж. Беркли 1734 г.
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любом случае ограничены определенными пре-
делами, вероятность ошибок за этими предела-
ми всегда должна быть равна нулю, в то время 
как наша формула всегда дает некоторое зна-
чение» [22, с. 258–260]. Гаусс обосновал этот 
результат, минимизируя сумму квадратов оши-
бок. Таким образом, принцип сходящихся по-
следовательностей обогатился еще одной мета-
форой из теории ошибок. В западной справоч-
ной литературе этот результат Гаусса называют 
первой формулировкой теоремы о сжатой пе-
ременной9. Но нужен был еще один шаг, чтобы 
появилась теорема о сжатой переменной. Для 
этого было необходимо понятие сходящейся 
последовательности и непрерывной функции.

1817 год, Бернард Больцано

В 1817 г. Бернард Больцано в работе «Чисто 
аналитическое доказательство теоремы, что 
между любыми двумя значениями, дающи-
ми результаты противоположного знака, ле-
жит по крайней мере один действительный ко-
рень уравнения» [24] (в русском переводе [25]), 
в §6, 7 ввел критерий сходимости последова-
тельности частичных сумм ряда10. Продолжая 
мысль Архимеда, Б. Больцано показывает, что 
если разность между частичными суммами 
(элементами) последовательности может быть 
сделана сколь угодно малой, то такая после-
довательность сходится к определенному пре-
делу. Этот же критерий без доказательства по-
вторяет в 1821 г. Коши, с тех пор он стал на-
зываться критерием Коши, а последовательно-
сти, удовлетворяющие этому критерию, впо-
следствии стали называться последовательно-
стями Коши-Кантора. Это был первый вклад 
Б. Больцано в построение концепции действи-
тельного числа. Вторым его вкладом, сделан-
ным в этой же работе, было создание понятия 
точной верхней грани линейной числовой об-
ласти. 

Б. Больцано интуитивно наметил основ-
ные направления дальнейшего разви-
тия концепции числа: принцип сходящихся 

последовательностей, принцип вложенных 
отрезков и понятие supremum. В 1830-е гг. 
Б. Больцано начал создавать концепцию дей-
ствительного числа в терминах сечений [26]. 
Эти рукописи начали публиковаться только с 
1930 г. 

Гениальность предвидений Б. Больцано 
была оценена лишь после его смерти благодаря 
Герману Ганкелю, который публиковал и про-
пагандировал его немногие опубликованные 
работы [27]. К трудам Б. Больцано обращались 
К. Вейерштрасс и Г. Кантор. 

1821 и 1823 годы, Огюстен Коши

Математика Франции наполеоновского пе-
риода была изгнана из университетов в тех-
нические школы и милитаризована. Основное 
внимание уделялось подготовке военных спе-
циалистов и инженеров, для чего были соз-
даны Эколь Политехник и другие инженер-
ные школы. Как сказал Риман, математика 
Франции была вычислительной, а математи-
ка Германии – концептуальной. Курс анали-
за, который Коши читал в Эколь Политехник, 
был краток и ориентирован на приложения. 
Но в этом курсе содержалось систематиче-
ское изложение теории пределов, важнейшие 
теоремы анализа, посвященные непрерывным 
функциям, дифференцирование, интегрирова-
ние и теория рядов. В то же время О. Коши 
не уделял внимания понятию иррациональ-
ных чисел, рассматривая их как пределы по-
следовательностей рациональных чисел без 
определения операций и упорядочивания. 
Гениальность Огюстена Коши (1789–1857) за-
ключалась в строгом и ясном обобщении до-
стижений предшественников, на базе которых 
он создал стройную концепцию математиче-
ского анализа своего времени, что позволило 
ему получить новые результаты и сформиро-
вать новые разделы математики, например, те-
орию вычетов.

В Курсе 1821 г., в III прибавлении «О 
численном решении уравнений» О. Коши 

9 Это та самая теорема, которая в учебном фольклоре называется теоремой о двух милиционерах, карабинерах, жандармах, горо-
довых, о пьянице и двух полицейских, о трех струнах, squeezed theorem, pinched theorem, sandwich theorem. В учебниках математиче-
ского анализа она выделяется в самостоятельную теорему в XX в. [23].

10 Заметим, что в русском переводе Кольмана имеются неточности.



8

ÈÑÒÎÐÈß ÍÀÓÊÈ È ÒÅÕÍÈÊÈ.  № 3. 2016

рассматривает (без ссылки) теорему, кото-
рой была посвящена работа Больцано 1817 г. 
У О. Коши она сформулирована так: «Пусть 
f(x) ‒ вещественная функция переменной x, 
непрерывная в пределах между x = x0, x = X. 
Если величины f(x0), f(X) имеют разные зна-
ки, то уравнение f(x) = 0 имеет решение хотя 
бы при одном значении x между x0 и X» [28, 
с. 378]. О. Коши доказывает ее, разделив от-
резок на m равных частей и выделяя в нем 
такой субинтервал, на краях которого функ-
ция имеет разные знаки. Продолжая алгоритм, 
О. Коши получает последовательность стягива-

ющихся интервалов с длинами  где по-

следовательность граничных точек слева воз-

растает, а справа – убывает. Значения функции 
в граничных точках, имея разные знаки, при-
ближаются к нулю. Так как функция непрерыв-
на, то общий предел последовательностей ар-
гумента является корнем уравнения. Эту тео-
рему доказывал Б. Больцано в 1817 г., исполь-
зуя деление отрезка пополам и с помощью это-
го построения показывая непротиворечивость 
существования точной верхней границы. Как 
и во многих других случаях [29], О. Коши ге-
ниально упростил идею его доказательства и 
фактически формализовал теорему о сжатой 
переменной. Сейчас теорема о существова-
нии корня непрерывной функции носит имя 
Больцано-Коши, впервые для многочленов ее 
сформулировал Мишель Ролль в 1690 г. [30].

В 1875 г. Гастон Дарбу в «Мемуаре о раз-
рывных функциях» [31], строит последова-
тельности интегральных сумм, которые схо-
дятся к интегралу справа и слева. 

С 1860-х гг. в математическом анализе про-
исходят большие перемены. Новые потребно-
сти математики, связанные с появлением ря-
дов Фурье, разрывных функций, необходимо-
стью классифицировать множество точек раз-
рыва, вызвали к жизни новую реформу ана-
лиза второй половины XIX в. Инициатива пе-
решла к немецким математикам во главе с 
Вейерштрассом.  Появляются новые концеп-
ции числа, непрерывности, равномерной не-
прерывности; как следствие теоремы о стя-
гивающихся интервалах появляется лемма о 

покрытиях. Вейерштрасс развивает понятие 
непрерывности на языке эпсилон-дельта, вводя 
новую концепцию числа через понятия верх-
ней грани и равномерной сходимости рядов; в 
1869–1872 гг. Ш. Мере создает концепцию чис-
ла, основанную на понятии сходящихся после-
довательностей Коши. В 1872 г. Э. Гейне фор-
мулирует концепцию, основанную на фунда-
ментальных (сходящихся) последовательно-
стях Кантора; в 1872 г. Р. Дедекинд выдвигает 
свою концепцию, основанную на понятии се-
чения.

В 1872 г. Кантор пишет первую работу по те-
ории множеств [32, 33, с. 9–17], в которой вво-
дит понятие предельной точки. В этой работе 
Кантор определяет свои фундаментальные по-
следовательности: «Когда я говорю о числовой 
величине в обобщенном смысле, то это проис-
ходит прежде всего в том случае, когда пред-
ложена бесконечная последовательность ра-
циональных чисел a1, a2, …, an, …, заданная 
при помощи некоторого закона и обладаю-
щая тем свойством, что разность an+m –an ста-
новится бесконечно малой при возрастании n, 
каково бы ни было целое положительное чис-
ло m, или, другими словами, что для произ-
вольно выбранного (положительного рацио-
нального) ε существует такое целое число n1, 
что , если n ≥ n1 и m – любое по-
ложительное целое число». «Упомяну деся-
тую книгу «Начал» Евклида, которая остает-
ся образцом для рассмотренного в этих пара-
графах предмета» [33]. На базе понятия фунда-
ментальной последовательности Кантор стро-
ит начала теории множеств.

Появление неевклидовой геометрии приве-
ло к необходимости анализа аксиом геометрии, 
понятия непрерывности и полноты. В работах 
Дедекинда и Пеано появилась аксиоматическая 
система арифметики. Системы аксиом ариф-
метики и геометрии требовали обобщения на 
едином основании. В 1899 г. Гильберт ввел но-
вую систему аксиом, в которую ввел аксиому 
Архимеда и аксиому полноты:

«Аксиома измерения или аксиома Архимеда. 
Пусть А1 есть произвольная точка на прямой 
между произвольно данными точками А и В; 
строим затем точки А2, А3, А4,… так, что точка 
А1 лежит между точками А и А2, А2 между А1 и 
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А3, А3 между А2 и А4, и сверх того, отрезки АА1, 
А1А2, А2А3, А3А4,… равны между собою: тогда в 
ряду точек А2, А3, А4,… всегда существует такая 
точка Аn, что точка В лежит между А и Аn.
Аксиома полноты. Элементы (точки, пря-

мые, плоскости) геометрии образуют систему 
вещей, которая, при условии сохранения всех 
указанных выше аксиом, не допускает расши-
рения, то есть к системе точек, прямых, пло-
скостей невозможно присоединить другую си-
стему так, чтоб в новой расширенной системе 
были по-прежнему удовлетворены вместе все 
аксиомы» [34, с. 20]. 

В XIX в. было много попыток построить 
геометрию без акcиомы Архимеда11. Этот во-
прос обсуждал Д. Гильберт. Как он писал, 
«Выполнимость аксиомы полноты существен-
но обусловливается предварительным установ-
лением аксиомы Архимеда; это значит – акси-
ома полноты привела бы к противоречию, если 
бы к аксиомам I–IV не была еще присоединена 
аксиома Архимеда».

В XX в. исследования Колмогорова показа-
ли, что аксиома полноты может быть замене-
на принципом вложенных отрезков (фундамен-
тальных последовательностей Коши-Кантора) 
вместе с аксиомой Архимеда. В сороковые 
годы Колмогоров создал построение действи-
тельных чисел как функций натурального чис-
ла [37‒40].

Уже в конце XIX в. новые концепции чис-
ла, непрерывности и теория множеств вош-
ли в курсы теории функций действительной 
переменной. В XX в. в России такой курс чи-
тали С.О. Шатуновский в Одессе, его ученик 
Г.М. Фихтенгольц в Петербурге, Н.Н. Лузин, 
П.С. Александров, А.Н. Колмогоров в Москве. 
Первое издание книги Александрова и 
А.Н. Колмогорова «Введение в теорию функ-
ций действительного переменного» было в 
1933 г., но в нем, как и в двух последующих 
изданиях, еще не содержится аксиоматическое 
построение. 

Как пишет В.М. Тихомиров: «Осенью 
1954 г. третьему курсу мехмата, на котором 
учился автор этих строк, А.Н. Колмогоров 

начал читать курс «Анализ III». Это был пер-
вый синтетический (т.е. вбиравший в себя мно-
гие разделы математики) курс в истории мех-
мата МГУ. Программа курса была разработа-
на А.Н. Колмогоровым в сороковые и пятиде-
сятые годы прошлого века… 

А.Н. Колмогоров вводил аксиоматическое 
определение действительных чисел как со-
вокупности, являющейся полным линейным 
упорядоченным полем. Определив алгебраи-
ческие отношения и отношение порядка, пе-
решел к последней аксиоме – аксиоме полно-
ты. А.Н. Колмогоров называл ее аксиомой не-
прерывности. Он привел ряд аксиом непре-
рывности и доказал их эквивалентность. Эти 
аксиомы связаны с именами тех выдающихся 
математиков XIX века, кому математический 
анализ обязан своей логической стройностью – 
Дедекинда, Больцано, Вейерштрасса, Кантора 
и Коши.

Это аксиома Дедекинда о сечении, аксио-
ма Больцано о существовании точной верхней 
(нижней) грани, аксиома Вейерштрасса о пре-
дельной точке, аксиома о сходящейся подпо-
следовательности, аксиома о монотонной по-
следовательности, аксиома о вложенных от-
резках.

Аксиома Дедекинда была сформулирована 
им в 1872 г. [41; 42], хотя предвосхищение по-
нятия сечения высказано в работах Больцано в 
1830-е гг. [43]. Аксиома Больцано о существо-
вании точной верхней грани была высказана им 
в 1817 г. [24, 25]; отсутствие теории действи-
тельного числа позволило Б. Больцано дока-
зать лишь непротиворечивость предположения 
о существовании верхней грани.  Понятие пре-
дельной точки было введено Кантором в 1872 г. 
[32] и развито в лекциях Вейерштрасса [44, 45]. 
Понятие сходящейся подпоследовательности 
впервые изложил Э. Гейне в 1872 г. на осно-
вании идеи Кантора и бесед с Вейерштрассом 
[46; 47]. 

Как говорил Дедекинд, человечество по-
степенно совершает восхождение по лестни-
це смыслов, тщательно расчленяя ряд мыс-
лей, на которых покоятся законы чисел [48, 49, 

11 Дж. Веронезе (1854–1917) в 1890 г. в «Основаниях геометрии» предложил концепцию линейного неархимедова континуума 
[35], см. также работы О. Штольца [36].
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с. 5]. Рассматривая историю метода вложен-
ных отрезков, мы видим восхождение по лест-
нице смыслов от античности до нашего вре-
мени. Метод неделимых существовал для по-
иска, метод исчерпания для обоснования у 
Архимеда; понятие последовательности заро-
дилось у Вычислителей Мертон-колледжа, об-
рело логическую форму у схоластов. Эпоха 
Возрождения вновь пробудила интерес к не-
делимым у Кеплера и Кавальери, способство-
вала синтезу методов и возникновению поня-
тия сходимости у Грегори. Ньютон и Лейбниц 
создали математику переменных величин – 
Исчисление. Маклорен впервые выделил роль 
аксиомы Архимеда. Он же создал метафо-
ру, наглядный образ сходящихся друг к дру-
гу последовательностей как последовательно-
сти вложенных отрезков. Теория ошибок изме-
рения, основанная Галилеем, продолженная в 
работах Лапласа и завершенная Гауссом, дала 
другую метафору: распределение погрешно-
стей по нормальному закону. Развитие понятия 
функции, и прежде всего непрерывной функ-
ции в работах Больцано, определило направле-
ния развития концепции непрерывности с по-
мощью понятий верхней грани, сходящихся по-
следовательностей и сечения. Математический 
анализ начала XIX в. имел фундаментом до-
статочную для своего времени теорию преде-
лов Коши и его теоремы о непрерывных функ-
циях. На его основе во второй половине XIX в. 
возникают несколько концепций числа и не-
прерывности: Мере, Вейерштрасса, Кантора и 
Дедекинда. Различия этих концепций прими-
рил Гильберт, доказав их эквивалентность, а в 
XX в. А.Н. Колмогоров построил единую кон-
цепцию действительного числа. 
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