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Введение

Впервые задачу о вращении твердого тела, при-
чем сразу в общем виде, поставил Л. Эйлер (1707–
1783) в 1758 г. В работе «Теория движения твер-
дых тел» [1] он рассмотрел  случай движения твер-
дого тела вокруг неподвижной точки (полюса). 
В этом случае тело имеет три степени свободы. 
Такие три параметра Леонард Эйлер называет угла-
ми: прецессии – ψ, собственного вращения – φ, ну-
тации – θ, которые однозначно определяют положе-
ние подвижной системы отсчета, жестко связанной 

с телом, относительно неподвижной системы ко-
ординат. При вращении твердого тела углы Эйлера 
меняются, являясь некоторыми функциями време-
ни, которые он вывел еще в работе «Открытие но-
вого принципа механики» (1750). Были получены 
кинематические уравнения (связи угловых скоро-
стей тела и параметров движения). Далее Л. Эйлер 
устанавливает зависимости между параметрами 
движения и силами, действующими на тело – ди-
намические уравнения. Эйлеру удалось проде-
монстрировать самое важное применение уравне-
ний движения твердого тела вокруг неподвижной 
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точки – решение с их помощью задачи о враще-
нии твердого тела вокруг точки по инерции. Далее 
Эйлер решает задачу для случая трех или двух рав-
ных главных моментов инерции. В случае попар-
но неравных моментов при отсутствии внешних 
сил он выражает закон движения через дуги кони-
ческих сечений, т.е. через эллиптические интегра-
лы, и рассматривает условия, при которых решение 
сводится к элементарным интегралам.

Следующий шаг вперед сделал вскоре Жозеф 
Луи Лагранж (1736–1813). Существенно новым 
достижением Лагранжа в этой проблеме была по-
становка задачи о движении твердого тела, по-
лучившая в дальнейшем наименование «случая 
Лагранжа»: точка опоры или подвеса не совпада-
ет с центром тяжести тела [2]. Лагранж ввел упро-
щающие предположения о динамической симме-
трии твердого тела и о расположении точки опо-
ры на оси симметрии.  Этот важный результат вме-
сте с выделением практически интересного случая 
движения тяжелого симметричного гироскопа (как 
стали позже называть случай Лагранжа) представ-
ляет чрезвычайно большое достижение в динамике 
твердого тела. Таким образом, Лагранж привел за-
дачу о вращении твердого тела около неподвижной 
точки к квадратурам.

Существенный шаг в развитии динамики твер-
дого тела, сделал Карл Якоби, введя эллиптиче-
ские функции [6]. С помощью этих функций  вре-
мя становится независимой переменной и основ-
ные параметры вращения твердого тела ψ, φ и θ 
являются однозначными функциями времени. 
Работа Карла Якоби по эллиптическим функци-
ям была выполнена им в 1849 году, а опублико-
вана уже посмертно в его втором томе сочинений 
Берлинской академией наук в 1882 году [6]. Таким 
образом, созданный Карлом Якоби математиче-
ский аппарат эллиптических функций, позволил 
Осипу Ивановичу Сомову в 1850 году блестяще 
решить задачу о вращении твердого тела в случае 
первоначального удара. В представленной работе 
мы проанализируем ход рассуждений О.И. Сомова 
[3]. 

В 1850 году Осип Иванович Сомов решил за-
дачу о вращении твердого тела около неподвиж-
ной точки в новой постановке, отличной от Эйлера 
и Лагранжа: для того случая, когда движение про-
исходит только от первоначального удара. Он пока-
зал, как эллиптические функции Якоби применяют-
ся в механике твердого тела. «Якоби дал новые фор-
мулы, отличающиеся своей изящностью и разреша-
ющие вполне вопрос. Они были сперва напечата-
ны без доказательства, а потом в 39 томе журнала 

Креля, с доказательством и новым развитием (C.G. 
J. Jacobi, sur la rotation d’ un corps)» [3].

Якоби основывает свои выводы на формулах, 
находящихся во втором томе Механики Пуассона. 
Дифференциальные уравнения движения (2-я часть 
Механики Пуассона) могут быть написаны в виде:

(1)

В этом случае тело имеет три степени свобо-
ды и начинает вращаться от первоначального уда-
ра. Далее ударные нагрузки отсутствуют, действует 
только сила тяжести. Здесь A, B, C – моменты инер-
ции относительно осей, параллельных главным 
осям вращающегося тела. При этом предполагает-
ся, что B – средняя между этими тремя величинами.  
Положение этих осей определяется углами Эйлера 
ψ, φ, θ. Соответственно p, q, r – угловые скорости 
вращения относительно этих осей, составляющие 
мгновенную скорость вращения .
Домножая каждое из уравнений (1) на Ap, Bq, Cr  
соответственно, получим:

Складывая все три равенства, получаем:

где l2 – момент первоначального удара. Далее, до-
множая каждое из уравнений (1) на p, q, r и выпол-
няя те же операции, получим:

Ap2 + Bq2 + Cr2 = h,

где h – сумма живых сил (кинетическая энергия). 
Таким образом, получаем систему алгебраических 
интегралов:



30

ÈÑÒÎÐÈß ÍÀÓÊÈ È ÒÅÕÍÈÊÈ.  № 12. 2021

(2)

Проектируя вектор кинетического момента на 
подвижные оси координат, связанные с телом, для 
определения углов ψ, φ, θ будем иметь: 

(3)

Так как B есть средняя из трех величин: A, B, C, 
то разности (A – B) и (B – C) будут иметь всегда оди-
наковые знаки с разностью (A – C); все три разно-
сти будут положительны, когда момент инерции A 
– наибольший момент инерции, будут отрицатель-
ны в противном случае. Предположим, что A – наи-
больший момент инерции при Bh – l2 > 0, и наи-
меньший при Bh – l2 < 0. Допустив это, из уравне-
ний (2) получаем следующие выводы: 

(4)

Из соотношений (4) следует, что величины 
Ah – l2, Bh – l2, l2 – Ch всегда имеют одинаковые зна-
ки с разностями: A–C, A–B, B–C.

Из уравнений (4) выводим: 

(5)

Так как эти величины должны быть положитель-
ны, то q2 не должно превосходить меньшую из двух 
величин:

(6)

Но разность

положительна, значит величина (l2–Ch)/B(B–C) – 
меньшая и является высшим пределом q2.

Таким образом, q изменяется в пределах от 

 до .

Вследствие этого величина r2 не может обра-
титься в ноль, а потому сохраняет свой знак, кото-
рый зависит от выбора направления координатных 
осей. Возьмем эти направления так, чтобы r и Bh–l2 
или A–C имели одинаковые знаки.

Уравнение dq = –(A – C)rpdt/B показывает, что dq 
обращается в ноль только при p = 0; следовательно, 
пока p не равно нулю, величина q не перестает воз-
растать или уменьшаться, достигая своих пределов.  
Таким образом, пределы 

величины p: ;

величины r:  – высший 

предел,  – низший.
Далее Сомов вводит обозначения:

Заключаем, что функции p, q, r меняются пери-
одически:

q в пределах:  
p в пределах: 
r в пределах: 
Далее на основании формул (1) определяются 

периоды соответствующих функций p, q, r.

Здесь ; T – время, в продолжении ко-

торого величина q изменяется, переходя от  к 

;  t – время, соответствующее какому-нибудь зна-
чению q ; а τ–t – время за которое q переходит от 
текущего значения к своему высшему пределу . 
Так как pr для одного и того же значения q, равны 
по величине, но противоположны по знаку (в зави-
симости от возрастания или убывания q), пределы 
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интегрирования можно поменять. Переход от q к 
 соответствует времени:

Это же время является временем перехода от  
к q. Увеличивая время t последовательно на (τ–t), 
получим, что полный период функции q = 2T. Тот 
же период соответствует функциям p и r, равно как 
и синусам и косинусам углов φ и θ, определенных 
уравнениями (3).

Рассмотрим теперь изменение угла

Подынтегральная функция, как следует из пред-
ыдущего разбора, периодическая функция с пери-
одом 2T, а значит и угол ψ – тоже периодическая 
функция с тем же периодом.

Найдем теперь выражения функций p и r. Выра-
жения (5) можно записать следующим образом:

Так как величины (6) положительны, то 

также положительны и условия: p2 > 0, r2 > 0 требу-
ют, чтобы они были меньше единицы. На основа-
нии этого можно записать:

где

Поэтому будем иметь

Подставляя эти функции в одно из уравнений 
(1), получим:

где 

Полагая  будем иметь: ξ = am(u), 

u = n(t–t0). Иногда функцию F(u) заменяют другой 

функцией, в которой рассматривают sinξ как неза-
висимую переменную:

где sinξ = u, а для обозначения обратной функции 
пользуются обозначениемξ = am(u) [5].

Таким образом

Найдем теперь выражение для угла ψ. Интегрируя 
первое уравнение системы (3), получим:

Подставив сюда полученные в (7) выражения p, 

q в функции , получим: 
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(8)

Последний интеграл есть эллиптическая функ-
ция третьего вида с положительным параме-

тром . Аргумент этой функции мни-

мый . Поэтому параметр запишется: 

. Учитывая введенные ра-

нее обозначения, получим:

(9)

Используя соотношения (9), находим:

Следовательно, выражение (8) может быть запи-
сано:

Подставляя сюда вместо эллиптической функ-
ции третьего рода ее алгебраическое выражения и 
заметив, что

окончательно получим выражение для угла ψ:

(10)

Логарифмы, которые приведены в формулах – 
натуральные.

Заключение

Петербургский математик и механик, профессор 
Осип Иванович Сомов, к 1851 г. дал первое обоб-
щенное решение задачи вращения тела вокруг не-
подвижной точки. О.И. Сомов получил решение 
в виде (7) и (10) задачи о вращении твердого тела 
около точки после первоначального удара, интегри-
руя дифференциальные уравнения движения (1) с 
помощью эллиптических функций Якоби третье-
го рода с мнимым параметром. Таким образом, ре-
шение Сомова показало, что основные параметры 
движения выражаются через композицию  эллип-
тических функций простейшего вида и, вводя их, 
задача о вращении твердого тела относительно не-
подвижной точки сводится к простейшим матема-
тическим преобразованиям.  Далее, в 1871 году 
Карл Вейерштрасс упрощает систему эллипти-
ческих функций Якоби, вводя вместо трех тета-
функций одну, имеющую своим аргументом ком-
плексное время [4].Поэтому дальнейшее исследо-
вание задачи о движении волчка имело продолже-
ние на комплексной плоскости, направляющие ко-
синусы при вращении тела были получены в виде 
частных θ или σ-функций. Получают ясность и ква-
тернионные выражения для кинематики движения 
в задаче о вращения твердого тела около неподвиж-
ной точки.
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