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$ 

� ��?����$, ����� ��� ��$
��
������
� ���
�� �������
	, � ���>� ���
��-
������ 
���� ��
��� #������ �
$4�����
� 4���$���
� ������� � 
������� 
	 1545 �. �
$4������� ����� 	 ���
�� �>��
��$
 !�����
 «A����
� �����-
��	
» � 	4�
�� �
 1868 �., �
��� 4�
#���
� ��?��
 9�������� ���>������� 
��>����
	 C���� A������	�� �
�
���� �#
�$����
	�� ��
��$� 
 4
	���-
��� #������ 	 
������
��� ��D���	���
 
�
�
� �
���. A ����� ������  
��
>��� �����ED�� ��$�: �
$4������� ����� � �����	�� ��� ��$�; 4
���-
�
	������
��� �
$4������� �����; #������ �
$4�����
� 4���$���
�, �� 
��4����	�
���; �
�#
�$��� 
�
���>����; ��##�������
	���� � �������-
�
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��������
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�$��� !
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�
��� �
���; ��
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�
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�����	����� 	��� �!"����# ����� 
������ 

��������� ��������� 
 

���$�� ����� 	4��	�� 4
�	����� 	 ���
�� ���������
�
 $�-
��$����� XVI 	. �>��
��$
 !�����
 (1501–1576). �
��	�� #
�-
$��� ��?���� ��������
�
 ���	�����, 	 1545 �. 	 ����� «A����
� 
�������	
 ��� 
 4��	���� �������» !�����
 ����$����	��� ��4
�-
��� ( baxx =+3 , baxx +=3 , axbx =+3 ) � 4
��
� ( 023 =+++ cbxaxx ) 
���������� ���	����� � � 4
$
D�E 4
�����
	
� ���
��� #
�$���, 
�
�
��E $� ���
��� ���$ 4
� �$���$ #
�$��� !�����
: 

3
32

3
32

27422742
abbabbx ++−−++= . 

!�� 	���
 � #
�$���, 4�� 4
���� �
��� 4���
����� ��?��� 
	�4
$
�������
� �	������
� ���	�����, �
�
�
� �� 	����� �$��� 
�����	�������� �
���. 

 

 
 

�>��
��$
 !�����
 (1501–1576) 
 

!�����
 ��?���� ����$
����� �� �
���
 
������������ ����� 
(
� ���	�� �� «����
 �
>��$�»), �
 � �
$4������� (	 ��
 ���$�-
�
�
��� – «4
������ �
#����������»). F� �$����, ��
 ���� 
4�-
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���
	��� � ��$� 4
 ���
�
��$ ������	����$ 4��	���$ (��4��$��, 
555 =−⋅−− ), �
 �	������
$� ���	����E, �� �$�ED�$� ���-

��	�������� �
����, $
>�
 4��4����� �
$4������� �
���. A
-
$
>�
, � �
$4������$ �����$ !�����
 4��?�� 	 �	�� � ��4��	
-
��$�$ ������$. G��� 	 H�
$ ������ �� 
4������ 	�4
����� 	�� 
�����	�� ��� 	
����ED�$� 	 4�
����� 	��������� �
$4������-
$� �����$�, �
 	 ��������� 4
����E��� 4��	������ ������� 	��� 
�
����. 

A XVII – ������ XVIII 		. ���� ������� 
������� � ����E��-
���, �
�
��� 4
>� ����� 	 
��
	� ��
��� $��$�� 	������: 	
4�
� 

 �
����#$�� 
������������ �����, 
���>��	?���� 9. "�������  
� &�������$, � #
�$��� ���	�� (1707 �.), �
�
��E ������ $� ��-
�$ 	 	��� ( ) α+α=α+α nini n sincossincos . 

F�D�� ��	��>�����, ��
 �
��� ������������
�
 ���	����� 
�$�E� 	 
�D�$ ������ 	�� 1−+ba , 4��	�$ 	������ 	 1742 �.  
	 4���$� � /��
��E I "������� &�
���� J���� (1707–1783) – $�-
��$���� ?	�������
�
 4�
���
>�����, $�
�
 ��� ���
��	?��  
	 ����������. A �� >� �
�� 	 �������� ������� J����� 4
�	��E�-
�� ��
 ��$������ #
�$��� �	�� ����
�
$���������� � 4
���-

�����
� #������: 
2

sin,
2

cos
1111 −−−+−−−+ −=+=

vvvv eeveev , ���, ��
  

�
 >�: vvevve vv sin1cos,sin1cos 11 −−=−+= −−−+ , � ���>� #
�-

$��� ��� ���� 
z
zz

tg11
tg11ln

12
1

−−
−+

−
=  (�� 	������ ��� 4������	��� 

J����
$ � ����� – 	 1728 �.). 
A 1777 �. J���� 		�� ��� $��$
� ������� i (
� ���$��� ��-

����� imaginaire – $��$��), �
 	 ?��
��� $���$��������� 
���
� 
H�
� ��� 	
?�� �
���
 	 �������� XIX 	. '��$�� «�
$4�����
� 
����
» 	���������� � !���
 	 1803 �., ��
	
 «�
4��>�����» 4��-
$���� !
?� 	 1821 �., ���$�� «���
�E���� 	�������» � ��� $
��-
�� 		�� A����?����� 	 1860-� ��. 

A �������� XVIII 	. �
$4������� 4���$����� 4
������ ���-
	�����
 	�>�
� 4��$������ 	 ��?���� ���	����� � ������$� 
4�
�	
���$�. F�4��	��$� �
���$� ��� H�
�
 4
���>��� ����
-
����$������� ������
	���� ����$���� � ���$ J�����. 

������ 
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&�
���� J���� (1707–1783) 
 

����$����	�� 	 «F4��� �
	
� ��
��� �
4�
��	����� >���
-
����» (1752 �.) 
��� 	
4�
� $������� 4�
��
�
 �	�>���� ������-
�
� >���
���, ����$��� 4��	�� ��
 � 
4��������E �	�� #������: 
( )yxu ,  � ( )yxv ,  – 4�
����� ��
�
��� ������� >���
��� �� 
�� �
-


������ – 4
 ���	�����$ 
y
u

x
v

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ , , 
����ED�$, ��
 	�-

��>���� udyvdx+  � vdyudv−  ���� 4
���� ��##��������� (��4��� 
H�� ���	����� ���	�E� ���	�����$� !
?�–��$���). � 4
$
D�E 
���
	�� 4
��
�
 ��##��������� � ����
>��� 4��
���
	����  
	 �
$4�����
� 
������ ����$��� 4������	�� ���
$�� #������ 
#
�$���$�, � �
�
��� �������, ��
 u – H�
 �����	�������� ����� 
���
�
�
� 4�
�	
���
� #������ �
$4�����
� 4���$���
�,  
� v – H�
 �
H##������ 4�� i �
� >� #������. A 1755 �. J���� 4��-
?�� � ��$ >� ���������$, � 4
>� �����
	��, ��
 �����	��������  
� $��$�� ����� �E�
� �����������
� #������ ��
��
��$
 ��
-
	���	
��E� H��$ ���
	��$. A ���
��� J����� ���� ��
>��� ��
-
��� H��$�������� #������ �
$4�����
� 4���$���
�. A 1776 �. 
J���� ������
	�� 	��������� 
4���������� ��������
	 � 4
$
-
D�E �
$4������� 4���$�����, �����
	�	, ��
 ( )� =dzzf  

( ) ( )� � ++−= udyvdxivdyudx , ��� ( ) ivuzf += . J�
 4
	
���
 �����
-

���
�������� 
���� �������� ��
��� ��	���� �
�����	
� ������		
�
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�� 	 1813 �. � !
?� 	 1814 �. 		���� 4
����� ���	
������
�
 ����-
����� 	 �
$4�����
� 
������. 

A �	�� � 	
4�
�
$ 
 4
���
���� ��
���#������� ���� J���� 
����� ����� �
�#
�$�
�
 
�
���>���� 4
	����
���� 	 
�D�� 
4
����
	��, ��� ���
 ��4
��
	�� �
$4������E 4���$����E. 

A 1797 �. ������� ����
���# !��4�� A������ (1745–1818) ��� 
��
��
�
 ��?���� ��
��������� ���� �����$�������� �����
��� 
	���
��
� ���������� �� 4�
��
���, �	�	?���� ��
$��������
� 
$
����E ������� �
$4������� �����. 

�������	����� �
$4������� ����� 	 	��� �
��� 4�
��
��� 
4
�����
 4������� � 1831 �., �
��� ���� 
4�����
	��� ���
�� 
��$���
�
 $���$����� !���� )����� (1777–1855) «'�
��� ���	��-
������ 	����
	», 	��E��	?�� 
�
��
	���� � ��
$���������E ��-
���4������E �
$4������� �����. )���� ���>� ������
	�� ?��
��� 
����� �4��������� #������, 	 �
$ ����� H���4��������. /��	�-
��$
 
� ���
 ��
��E H���4�������� #������ �����
��� �
�	�>-
���� $���$���� /���� %���� (1802–1829), ������
	���� �
�
�
�
 
4�
�
�>�� ��$����� $���$���� !��� K�
�� (1804–1851), ��� ����� 
«/
	�� 
��
	���� H���4�������� #������» (1829 �.) �
���>�� 
��
��E �H��-#������, ��4��� �
��D�� ��
 �$�. A4
������	�� ��$� 
H���4�������� #������ ��������	��� L. &��	����, M. "��
,  
L. "���, M. J�$�� � %. )��	��. 

F��
$��� 	���� 	 ��
��E #������ �
$4�����
� 4���$���
� 
	��� #��������� $���$���� F�E���� !
?� (1789–1857). F� �
��-
�� ��
��$� 
 ���	���$
��� ��������� 
� 4��� ��������
	����, 
4
���
�� ��
��E 	����
	 � �� 4���
>����$�, 4
����� ���������-
��E #
�$��� � 	�	�� � ��� ���
>���� 	 ���4���
� ���. /�	���� 
«	����» (
����
�) 
�O��������, 4
-	���$
$�, ��$, ��
 !
?� 4��-
?�� � H�
$� 4
����E, 
�����	�� ���
��� $�>�� ���������$�, 	�-
��$� 4
 ����$ �	�$ 4���$, �$�ED�$ 
�D�� �����
 � �
���, $�>�� 
�
�
��$� ���E������ 4
�E�� #������. /
 !
?� 
���� 
��
�
>-
�
 ���?���� ����� 
��
������ #������, 		
�� ��?� ����� $�
�
-
������ #������, 4�
�	
���� �
�
��� 
��
�����. P� 4������$� 
H�
�
 ���?�����
�
 ������ 
���	����� �������������� ������
-
������� #������ � �� ���������, �
��� 	���
 �������
	�	?�� $�-
��$����
	 �
�
 	��$���. 
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F�E���� !
?� (1789–1857) 
 

A 1843 �. #��������� 	
����� ��>���� � $���$���� ���� 
&
��� (1813–1854) ��4���� ���
�� 
 ���
>���� #������ �
$-
4�����
� 4���$���
�, ��4����	�
� � ��##���������$
� 	 ����
-
	
$ �
����, 	 ��� 4
 ����$ 4
�
>�������$ � 
�����������$ ���-
4���$. 

 

 
 

���� %��#
�� &
��� (1813–1854) 
 

A 1862 �. 	�4������ �
�����������
� ?�
�� ����>� J>�� 
��?� (1832–1910) 
4�����
	�� �����E, �
���>�D�E ��
��$� 
 �
-

���
�������� 
���� �������� ��
��� ��	���� �
�����	
� ������		
�
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������	� ����� ������������� #������. "���
���� H�
$� ���
 4
-
�����
 �D� 
��
 �
���������	
 
��
	�
� ��
��$� 	��?�� �����-
�� 
 �
$, ��
 $�
�
���� �$��� ��
���
 �
����, ���
	� ��
 ���4���. 

A 1851 �. "������� ��$�� (1826–1866) 4������	�� �	
E ��-
$�����E �
��
����E ����������E «F��
	� 
�D�� ��
��� #���-
��� �
$4�����
�
 4���$���
�
», 
4������	?�E �
	�� H��4 	 ��-
	���� ��
��� ������������� #������ � �
���>�	?�E ���
���� 
���� �
4
�
��� 4
	����
���� ($�
�
������� 4
	����
���),  
� 	 1857 �. ��	�� H�� ���� 	 «'�
��� �����	�� #������». A ���-
�������� ��$�� 4����: «��D���	
	�	?�� �
 ����
�D��
 	��$��� 
$��
�� ������� H��� #������1 �$��� 	 �	
�� 
��
	� 
4��������� 
#������ 4
������	
$ #
�$���, 4
	
��ED�� 	�������� �� ����-
��� ��� ��>�
�
 �����
�
 ������� ����$����; 	 ��?�$ ������
-
	���� 4
���	�����, ��
 	 ���� �	
���	, 	�������� 4����D�� 
#������ �
$4�����
�
 4���$���
�
, 	 
4��������� ���
�
 �
�� 
����� ������ ���� ������	�� 
��������, � ������	��	�����, ����$ 

���
$ ����
 ������ $
>�� ���� �$���?��
 � �	����
 ���
�
  
� ��
��
��$
$�». A ������	� 4��$��� 4��$������ 4�����4
	, �� 
�
�
��� ���
���� ��
 ���
��, 4
	
��ED�� 
4�������� 4
	������ 
#������ ���	���$
 
� �
���>���� �� �
� ��� ��
� #
�$��
�, 
��$�� 4��	
��� �����ED�E 4
���E �������������� 4
����� ��-
����������
� #������: H�
 #������, ��� �
�
�
� 
������ �$���-
��� 4���$���
� z 
��
�����
 ��� $�
�
�����
 4�
��������� ��� 
	��� ����
����
� 4�
��
���E, 4����$ #������ �$��� ����	�, 
�
���
 
���D���� 	 ����
����
��� 	 �
����
$ ����� �
���, � 4�� 
H�
$ �����, ��
 4
���
� 
���D���� 	 ��>�
� � ��� �
�����. %��-
���������E #�����E ��$�� 
4�������� ���: «����$����� 	�����-
�� w ���	����� #������� ����
� 4���$���
� �
$4�����
� 	���-
���� z, ���� 
�� $������� 	$���� � ��� ���, ��
 ������� ��##�-

���������
�
 �����
�
 
dz
dw  ���	���$
 
� ������� ��##��������� 

dz »2. J�
 	����� � �
�
� ���	����� 0,0 2

2

2

2

2

2

2

2
=

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

y
v

x
v

y
u

x
u , �
 

���� �
, ��
 �����	�������� � $��$�� ����� �����������
� #������ 
�
$4�����
� 4���$���
� �	��E��� ���$
�������$� #������$�. 
                                                 

1 %�������������, ����
	��, 4
����������, H���4�������� � �����	�� (�$. ����� �. �
-
�������. �. : F)9P ; )
��������, 1948. �. 81). 

2 ����� �. �
�������. �. : F)9P ; )
��������, 1948. �. 50. 
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"������� ��$�� (1826–1866) 
 

�
����� �
��� ��	��	����� 		��
 	 $���$����� �
	�� 	�� 
4
	����
����, 4�
������� 
��� ��� ����
� � 
�
��$ 
���
$ 
����4������ $�>�� �
�
�. ��$�� 		�� 4
����� 4
����� �	��
��� 
4
	����
��� 4
������	
$ 4�
	������ �� ��� ����
	, �
 ���� ���-
	��, �
�
��� �
�����E� 
��� ��������E �
��� 4
	����
��� � ���-
�
� �� ��$
4����������; ��>��� ���
� ���� ������� 4������	-
���� �$�ED�$ �	� ������. ��� H�
$ ���� �� 4
	����
��� 4�
	���-
�� �>� ����
���
 ����
	, �
 4�� 4�
	������ �
	
�
 ����� 	�� 
�
��� 4��>��� 4�������E��� � ��������$. �
	����
��� ���	���-
�� 
��
�	��
�, ���� �E�
� ���� ����	��� �� �� �������
 ��-
>�D�� �����, �
 ���� ��?��� �	
���	� �	��
���. A ��
$ ������ 
4
	����
��� ���	����� $�
�
�	��
�. �	�������
� �� ������� 
����
 ����
	, ��
��
��$�� ��� 4��	��D���� ����
� 4
	����
-
��� 	 
��
�	���E, ���	����� 4
����
$ �	��
���. 

��$�� �#
�$����
	�� � �
���� ��$�����E ��
��$� 
 ��D�-
��	
	���� �
�#
�$�
�
 
�
���>���� 
��
� 
��
�	��
� 
������ 
�� �����E: «�	� ������� 
��
�	���� 4�
���� 4
	����
��� 	��-
��� $
>�
 ��� �

������ $�>�� �
�
�, ��
 ��>�
� �
��� 
��
� �
-

�	����	��� 
��� ��4����	�
 	$���� � ��� 4���$�D�ED���� �
��� 
����
� � �� �

�	����	�ED�� ����� 4
�
��� 	 $��
$; 4�� H�
$ 
$
>�
 ��� 
��
� 	��������� � 
��
� �������
� �
��� 	������ �$ 
�

�	����	�ED�� 4�
�	
���
; �
��� �

��
?���� ����� 
4����-
���
 � ��� 	��� �
���»1. 
                                                 

1 ����� �. �
�������. �. : F)9P ; )
��������, 1948. �. 83. 

���
�������� 
���� �������� ��
��� ��	���� �
�����	
� ������		
�
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� 1850-� ��. ��$����� $���$���� !��� A����?����� (1815–1897) 
����� ������ 4
 ������������$ #������$. F� ��$
��
������
 4
-
����� ��������� !
?� � &
����, ��
>�� ���E �����������
�
 
4�
�
�>���� ���4����� ���
	. A ������� A����?������ ��
��� 
������������� #������ 4��
����� ���
�
���, 
�
��
	���
��� � �-
	��?���
���. 9$���
 �$� $���$��������� ����� 
���� �	
�� 
����������
� #
�$
�. A����?����� 4
�
>�� 	 
��
	� 	���
 �����-
� ��
��E �����	�������� �����, 4����
>�� 	 ������	� ���	��-
�����
�
 ������	� 4
���
���� ���
��� �
���������	 4�����4 ��-
D���	
	���� 	������ � ��>��� ������ 
���������
�
 $�
>���	�. 
F� ����������
 4�
��$
������
	�� ��
>�
��� 4
	������ ��4��-
��	�
� #������, 4
���
�	 4��$�� ����� �� ��##���������$
� 
#������ (��
 4���?���	�����
$ 	 H�
$ ��� "
�����
). A����-
?������ ����
�� 4
�����, ��
 ��$�� 4�
���� � ��������� 4
 �	
�$ 
�
�
?�$ �	
���	�$ #������ – $�
�
���� – �4
�
��� � �
��
���E 
�
 4�
�	
���
 $��
�
 ����� 	
�4�
�	
���� ������� �E�
� ��-
4����	�
� #������. 

 

 
 

!��� A����?����� (1815–1897) 
 

A����?����� 4
���	�� �����$� ���4����� ���
	, �	������ 
$�>�� �
�
� 
��
?����$ �����������
�
 4�
�
�>����, 	 ����� 
��
��� ������������� #������, �
	�� �
 	��
�
� ���4��� �
-

������ 
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	��?����	� ��
��E H���4�������� #������, ��
>�� 
��
	� ��
-
��� ����� #������ � �	����� 	�� ��
���� �����	�� #������ – 
����
��� ����������$ �
���>����$ ������ XIX 	. F� ��
>�� 

��
	� ��
��� ������������� #������ $�
��� �
$4������� 4���-
$�����, ������ ��D���	����� ?��� 	4���� 	 	������
��
$ �����-
�����, ��
��� $���$������ 4
	����
���� � ������
� �������. ��-
�
�� A����?������ 4
 ��
��� #������ �
$4�����
� 4���$���
� 
4�
�
�>��� ��
 ������� ). ������-&�##��� � ). M	���. 

A���� �
�������� ������ 	 ��
��E #������ �
$4�����
� 4�-
��$���
� ����� �����
 	 
������� /. 9. &
����	���$ 	 1826 �. ��-
�	����
	
� ��
$�����. A ������� 4
�����ED�� ����������� $���-
$����� 4
���4���
 ���>������ 	 ������� H�
�
 
������� ��� ��
-
��� ������������� #������, � �$���
 	 �
$, ��
 ��
$����� 
&
����	��
�
 ���� 	$���� � ��$ � ��
$����� ������������� #���-
��� 
��
� �
$4�����
� 4���$���
�. 

A 1850 �. 4�
#���
� �����������
�
 ���	�������� 9. 9. �
-
$
	 ���� 4��	�� ������� ������� 4
 ��
��� #������ �
$4����-
�
� 4���$���
� «F��
	���� ��
��� ������������� #������».  
A 1866 �. ���� 
4�����
	��� �
��
����� ����������� �. G. A�D���
-
P��������
 «��$��
	� ��
��� #������ �
���	�
�
 4���$���
�
». 

���	�$ 4
-����
�D�$� 
����������$ �
�������$ ������
	�-
����$ 	 
������ ��
��� ������������� #������ �
$4�����
� 4�-
��$���
� ��� C���� A������	�� �
�
���� (1842–1927), «����-
��� 	���» !
?�. 

 
 

C���� A������	�� �
�
����  
(1842–1927)  

���
�������� 
���� �������� ��
��� ��	���� �
�����	
� ������		
�
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C���� !��� �
�
���� �
����� 	 A��?�	� 	 ��$�� ���
	����. 
F� ������ 	 �����������
$ ���	��������, �
�
��� ��
���� 	 1866 �., 
� 	 1868 �. �D���� $����������E ����������E «'�
��� ���������-
��� 	����
	 � ���
�
��$� 4���
>����$�». � 1868 �. �
�
���� 
4��4
��	�� 	 �����������
$ ���	��������, � � 1869 4
 1909 �. –  
	 9�������� ���>������� ��>����
	 (���� ���)%��), ��� � 1874 
4
 1909 �. ��� 4�
#���
�
$ ��#���� $���$�����. A 1873 �. �D�-
��� �
��
����E ����������E «F� 
4���������� ����������  
� #�������, �4
�������$�� 4�� ���
>����� 	 ����». 

A $���������
� ����������� �
�
��
�
 ������
	��� 4���
-
>���� ��
��� 	����
	 � 
���D���E ���4���
�
 ���� (���� &�����-
>�) � 
�
����
 � ���
>���E ������������� #������ 	 ��4����	-
��� ��
��, � ���>� � $�
�
�����$ &�����>�. A 4������
	��, 
�$�-
��� ������� ��
��� 	����
	 ��� $���$�������
�
 ������, 
�
�
���� ����	��, ��
 «���������� ������������ 	����
	 	
	�� 
�� ��������	����� �����$� ����?���
 	��$���… A ����
�D�$ 
�����>����� � �����E 
�D�� ������ ���������� ������������ 
	����
	 � 4
���	�E ���
�
��� � ��
 4��$������, �$���
 �����, 
�
�
��� � 	
	�� �� ��?�� $�>�� ���
��$� !
?� ��� >� ��?�� �� 
��
>���� �� 	 ��
�� 4�
��
� � �������
� #
�$�, 	 ���
� $�� ���-
�
�� �� 4������	���». 

A H�
� ���
�� �#
�$����
	��� � �
����� ��$������ ��
��$� 

 4
	������ �����������
� #������ 	 
������
��� ��D���	���
 

�
�
� �
���. �
�
���� 	�����	��� �� 	 �����ED�$ 	���: «G��� 
������ #������ ( )zf  	 ���
�
�
� �
��� 0z  
���D����� 	 ∞  ����
-
����
�
 4
�����, �
 ��4��$���
 	 H�
� >� �
��� #������ ( )zf  
�
�>�� 4����$��� 	��	
$
>��� �������». P���� ��D���	���
 

�
��� �
��� ��	��� �
��
�, 	 �
�
�
� ( )zf  «
���D����� 	 ∞  ���-
�
����
�
 4
�����» (�$����� 		��� �������� ���
>���� #������ 
( )zf  	 
������
��� 0z ), � 4
� �������$� #������ ( )zf  	 �
��� 0z  

�
�
���� 4
����$�	��� $�
>���	
 4��������� ������� #������ 
	 H�
� �
���. J�
 �	��	��� ��� � 4��$��
	, ����	��$�� �$ ����� 

(��4��$��, 
bz−

1sin  «	 �
��� bz=  4����$��� 	��	
$
>��� ����-

���»), ��� � � 4��	
��$�� ��� �
���������	� �����>�����, 4
 
��D���	� �� 
�����ED���� 
� �
	��$�����. J�� ��
��$� 	 �
$ >� 

������ 
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�
�� ���� 
4�����
	��� ����������$ $���$����
$ !�
����, � 	
-
��$�E �
��$� 4
���� – A����?�����
$ 	 ������ «! ��
��� 
��
-
������ ������������� #������». �
H�
$� �� $
>�
 ��	��� 
��
��$
� �
�
��
�
–!�
����–A����?������. 

���
�������� 
���� �������� ��
��� ��	���� �
�����	
� ������		
�



��	���� �
�����	
� ������		
�. ��
��� � �������� 

14 
 

 
 

ЛЕКЦИИ 
 
��$� 1. ��������%� 	���! � ���!��� �!& ���� 
 

1. ��$�'��(��� ��('�. &�)(���� ��* ��$�'��(�+$� ��('�$� 
 

�
����	��
� ����
 z �������������� 4��
� �����	�������� 
����� (a,b) � �����
	�����$ 4
����
$ ����
	���� ����� a � b. J�
 
���
	�� �4���	����� 	 	��� ( )baz ,= . Q���
 a ���	����� ���-
��������
� ������ �
$4�����
�
 ����� z � 
�
�������� ;Re za=  
����
 b ���	����� 	
����	��
� ������ z � 
�
�������� .Im zb=  

�	� �
$4������� ����� ( )111 ,baz =  � ( )222 ,baz =  !��� �
��� 
� �
���
 �
���, �
��� ��	�� �� �����	�������� � $��$�� �����, 
�
 ���� ⇔= 21 zz ( )2121 , bbaa == . 

����
� �
$4������� ����� ( )111 ,baz =  � ( )222 ,baz =  ���	�-
���� �
$4�����
� ����
 ( )baz ,= , ��� ;21 aaa +=  .21 bbb +=  ��� ��-
�
$ 
4��������� �
�����E��� 4���$����������� � �
����������� 
��
�� ��
>����, �
 ���� 1221 zzzz +=+  � ( ) ( 1321 zzzzz +=++  

) .32 zz ++  
"���� ���	����� ���
� �
$4�����
� ����
 0, ��$$� �
�
�
�
 

� �E��$ �
$4������$ ����
$ ��	�� H�
$� �����, �
 ���� .0 zz =+  
F��	���
, ��
 ��D���	��� ������	���
� �
$4�����
� ����
 

( ),0,00= 
�����ED�� H��$ �	
���	
$. 
�!
��������� �
$4������� ����� ( )111 ,baz =  � ( )222 ,baz =  

���	����� �
$4�����
� ����
 ( )baz ,=  ���
�, ��
 ;2121 bbaaa −=  
.1221 babab +=  ��� ���
$ 
4��������� 4�
�	������ 	�4
���E��� 

4���$�����������, �
����������� � ���4������������� ��
��, �
 
���� 1221 zzzz = , ( ) ( ) 321321 zzzzzz =  � ( ) 3231321 zzzzzzz +=+ . 

A��E��$ �����	�������� ����� 	
 $�
>���	
 �
$4������� 
�����, ����$����	�� �����	������
� ����
 a ��� �
$4�����
� ���-
�
 ( ).0,aa=  '
���, ��� ������� � 
4��������� �����	�� ��
>���� 
� �$�
>����, ��� �
$4������� ����� �
�����E��� �	������ 4��-
	��� �����	�� ��� �����	�������$� �����$�. �
H�
$� $�
>���	
 

������ 
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�
$4������� ����� ����$����	����� ��� ���?������ $�
>���	� 
�����	�������� ����� (�
 �� �4
���
�����). P�$���$, ��
 �$�
-
>���� �� ������� (1,0) �� �$����� �
$4�����
�
 �����. 

!
$4�����
� ����
 	��� ( )bz ,0=  ���	����� ����
 ������ 
� ��$	
������� 
�
�������� .ibz =  Q���
 $��$
� ����
 ( ) ibb =,0  
$
>�
 ����$����	��� ��� 4�
�	������ $��$
� ������� ( )1,0   
� �����	������
�
 ����� ( ).0,b  #����� ������� 
����
 
�
����-
E� ��$	
�
$ ( ) .1,0 i=  A ���� 
4��������� 4�
�	������ �
$4����-
��� ����� �4��	����	
 �

��
?���� .12 −==⋅ iii  F�
 4
	
���� 
4������ 4��$
� �������������� �$��� ��� ���	��$
� ��$��!����-
�	
� %
!�� �4��� �
$4�����
�
 ����� ( ) biabaz +== ,  � 4�
�	
-
���� 
4������ ��
>���� � �$�
>���� �
$4������� ����� 4
 

�����$ 4��	���$ ������� $�
�
����
	. 

!
$4�����
� ����
 biaz −=  ���	����� 	
����	��
 �
�!&-
'����� ����� .biaz +=  

F4������ �������& �
$4������� ����� 
4���������� ��� 

4������, 
������� ��
>���E. !
$4�����
� ����
 biaz +=  ���-
	����� !���
���� �
$4������� ����� ibaz 111 +=  � ,222 ibaz +=  ��-
�� ;21 aaa −=  21 bbb −= . 

F4������ ������& �
$4������� ����� 
4���������� ��� 
4�-
�����, 
������� �$�
>���E. !
$4�����
� ����
 biaz +=  ���	�-
���� ������� �
$4������� ����� ibaz 111 +=  � ,0222 ≠+= ibaz  ���� 

.21 zzz ⋅=  F��E�� �������, ��
 �����	�������� ����� a � $��$�� 
����� b �����
�
 z 
4������E��� � ������
� �����$� ���	����� 

�
�
�

=+
=−

122

122 ,
bbaab
abbaa

 � 
4����������$ .02
2

2
2 ≠+ba  

��?�	 H�� �����$�, 4
����$ .2
2

2
2

2121
2
2

2
2

2121

2

1

ba
baabi

ba
bbaa

z
zz

+
−+

+
+==  

 
2. ���$������(��� ����������-�� ��$�'��(�+/ ��(�' 
 
'�� ��� �
$4�����
� ����
 
4���������� ��� 4��� �����	�-

������� �����, �
 ������	���
 �
������ biaz +=  ��� �
��� 4�
�-
�
��� ( )yx,  � ������
	�$� �

�������$� ax =  � .by=  Q���
 0=z  
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���	���� 	 �

�	����	�� ������ �

������. '���E 4�
��
��� ����$ 
���	��� 	
����	��
� ��
�	
����, 
�� ������� – �����������
� 

���, � 
�� 
������ – ����
� 
��� �
$4�����
� 4�
��
���. ��� 
H�
$ ������	��	����� 	��$�
 
��
����
� �

�	����	�� $�>�� 
$�
>���	
$ 	��� �
$4������� ����� � $�
>���	
$ �
��� �
$-
4�����
� 4�
��
���, � ���>� $�>�� $�
>���	
$ 	��� �
$4������� 
����� biaz +=  � $�
>���	
$ �
�
���( �	�
!
, 4�
����� x � y 
�
�
��� �� 
�� ������� � 
������ �

�	����	���
 ��	�� a � b. 

A�>�
� �	������ � �!�$�& %
!�� �!���������& �
$4������� 
�����. ��� 
4��������� 4
�
>���� �
��� �� 4�
��
��� $
>�
 
4
��
	����� 4
�����$� �

�������$� ( ),,ϕρ  ��� ρ – �����
���� 
�
��� 
� ������ �

������, � ϕ – ��
�, �
�
��� �
���	���� ������-
	���
� ����
� �
��� � 4
�
>�������$ ��4��	�����$ 
�� �������. 
�
�
>�������$ ��4��	�����$ �$������ ���� ϕ ��������� ��4��	-
����� 4�
��	 ���
	
� ������� ( ).∞+<ϕ<∞−  A
�4
��
	�	?��� 
�	��E ������
	�� � 4
������ �

������ ;cosϕ⋅ρ=x  ,sinϕρ=y  
4
����$ �!�$
�
���!����	�� %
!�� �4��� �
$4�����
�
 �����: 

( ).sincos ϕ+ϕρ= iz  ��� H�
$ ρ 
����
 ���	�E� �
�����, � ϕ – �!-
$�����
� �
$4�����
�
 ����� � 
�
����E� .Arg; zz =ϕ=ρ  F��E-

�� �������, ��
 
a
bba =ϕ+=ρ tg;22  (�����	�� ���� a � b 4�� 	�-

�
�� ϕ). 
F�$���$, ��
 ����$��� �
$4�����
�
 ����� 
4������� �� 
�-

�
����
, � � �
��
���E �
 ������	�
�
 ������$
�
, �����
�
 2π. 
9�
��� ��
��
 ���� arg z 
�
������ ������� ����$����, ���E-
����
� 	 4������� ,2arg 00 ϕ+π<≤ϕ z ��� 0ϕ  – 4�
�	
���
� #����-
�
	���
� ����
, ��4��$�� 00 =ϕ  ��� .0 π=ϕ  '
��� 

kzz π+= 2argArg  ( )....,2,1,0 ±±=k  %���$��� �
$4�����
�
 ����� 
0=z  	

�D� �� 
4�������, � ��
 $
���� ��	�� ���E. 

�	� 
������� 
� ���� �
$4������� ����� ��	�� $�>�� �
�
� 
�
��� � �
���
 �
���, �
��� ��	�� �� $
����, � ������� ����$��-
�
	 ��� ��	��, ��� 
�����E��� �� ���
�, �����
� 2π. 

!
$4�����
 �
4��>����� ����� �$�E� 
��� � �
� >� $
����, 
� ������� �� ����$���
	 4�� �

�	����	�ED�$ 	��
�� 
������� 
�� �$������ ������E��� ���
$. 

������ 
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9�4
���� �	�����E #
�$�-
�� J����� ,sincos ϕ+ϕ=ϕ iei 4
��-
���$ ��� ���	��$�E �
	�������-
��� %
!�� �4��� �
$4�����
�
 
�����: .ϕ⋅ρ= iez  

�
>�
 
�
>����	��� 
4���-
��� ��
>���� � 	�������� �
$-
4������� ����� � �

�	����	�E-
D�$� 
4������$� ��� 	���
��$� 
(���. 1). 

 
���. 1 

��� H�
$ ����
 �����
	��� ����	����	� �����
������: 
.; 21212121 zzzzzzzz −≥−+≤+  

�
���� ���
��� �	�� �
$4������� ����� �$�E� ��
$������-
���� �$��� �����
���� $�>�� �

�	����	�ED�$� �
���$� �� �
-

�������
� 4�
��
���. 

F�$���$, ��
$� �
�
, 
��	����� ����	����	� .; bzaz ≥≥  
��� 	�4
������ 
��!���� ���
'���& ��
��
 4
��
	����� 

����
�
$��������
� #
�$
� 4������	����� �
$4������� �����. 
�
�����
 4��	���$ �$�
>���� 4
�����$: 

( ) ( ) ( )
( )
( )
( ) ( )( ) ( ).sincos

sincoscossin
sinsincoscos

sincossincossincos

21
21212121

212121

212121

22211121

ϕ+ϕ⋅ρ⋅ρ=ϕ+ϕ+ϕ+ϕρ⋅ρ=

=ϕ⋅ϕ+ϕ⋅ϕρ⋅ρ⋅+
+ϕ⋅ϕ−ϕ⋅ϕρ⋅ρ=

=ϕ+ϕρϕ+ϕρ=⋅=ϕ+ϕρ=

iei

i

iizziz

 

F��E�� .; 2121 ϕ+ϕ=ϕρ⋅ρ=ρ  
A ������ ������& �
$4������� ����� 4�� 02 ≠ρ  ����
����
 

( )21

2

1

2

1 ϕ−ϕ⋅
ρ
ρ= ie

z
z . 

3. �0�'������ ����� �0 ��$�'��(��4� ��('� 
 

'���
�
$���������� � 4
���������� #
�$� �
$4�����
�
 
����� ��
��� 4�� ����$
������ �������������� 
4������ 	
	���-
��� �
$4�����
�
 ����� 	 ����E 4
�
>�������E ���4��� � �	��-
����� �
��� � �
$4�����
�
 �����. 

G��� nzz 1= , �
 n
1ρ=ρ  � 1ϕ⋅=ϕ n . 
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!
$4�����
� ����
 n zz =1  ���	����� �
���$ n-� ���4��� � 
�
$4�����
�
 ����� ,1z ���� ,1

nzz = 
����� �������, ��
 n ρ=ρ1   

� .
n
ϕ=ϕ  

!�� �>� �
	
���
��, ����$��� �
$4�����
�
 ����� 
4������� 
�� 
��
����
, � � �
��
���E �
 ������	�
�
 ������$
�
, �����
�
 2π. 
�
H�
$� � 	���>���� ��� ����$���� �
$4�����
�
 ����� 1z  

,20

n
k

nk
π+ϕ=ϕ ��� 0ϕ  – 
��
 � ������� ����$���� �
$4�����
�
 

����� 1z , 4
����$, ��
 ��D���	�E� �������� �
$4������� �����, 
�
�
��� 4�� 	
	������ 	 n-E ���4��� ��	�� 
��
$� � �
$� >� 
�
$4�����
$� ����� z. �
���� H��� �
$4������� ����� 
�����
	� 

� ��	�� ,n ρ � ����$���� ������E��� �� ����
, �����
� .2
n
π Q���
 

�������� ������� n-� ���4��� � �
$4�����
�
 ����� z ��	�
 n. 
'
��� �� �
$4�����
� 4�
��
���, �

�	����	�ED�� �������$ 
�������$ �
��� n-� ���4��� � �
$4�����
�
 ����� z, ���4
�
>��� 
	 	��?���� 4��	����
�
 n-��
������, 	4�����
�
 	 
���>�
��� ��-
����� n ρ  � �����
$ 	 �
��� .0=z  �

�	����	�ED�� ������� kϕ  
4
����E��� 4�� .1...,,1,0 −= nk  

!����������� ����� 4
���	�� ����� ��� ���?����� $�
>�-
��	
 �����	�������� �����, ��
�� �� �
���
 H��$�������� �����-
��������� 
4������ ��
>���� � �$�
>����, �
 � 
4������ �	��-
����� �
��� �� 	�	
���� � H�
�
 ���?�����
�
 $�
>���	�. !�� 
	���$, 		������ �
$4������� ����� ��?��� H�� �����. 

 
4. ���$��+ 

 
1. /���� 	�� ������� i . P�4���	 	 4
��������
� #
�$� 

�
$4�����
� ����
 ,2
π

==
i

eiz  4
����$ ��� ������� �	������
�
 

�
��� � H�
�
 �
$4�����
�
 ����� 	���>���� ,2
2

4
kii

k ez
π+π

=  
1,0=k  (���. 2): 

 

������ 
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( )iiez
i

+=π+π==
π

1
2
2

4
sin

4
cos4

0 ; 

( )ieez
ii

+−=−==
ππ

1
2
244

5

1 . 

2. /���� 	�� ������� ,1p  
��� p > 0 – ���
� ����
. A
�4
��-

	�	?��� 4������	�����$ 

,1 0⋅= ie  ��� � 	 4������D�$ ���-

��� 4
����$ ,
2 k
p

i

k ez
⋅π⋅

=  
1...,,0 −= pk . ����
	������
, 

 
 

���. 2 
 

;10
0 == ⋅iez  

;2sin2cos
2

1 p
i

p
ez p

i π+π==
π⋅

 

…………. 
( )

.2sin2cos
212

1 p
i

p
eez p

ip
p

i

p
π−π===

π⋅−−⋅π⋅

−  

'
 ���� �
���� p-� ���4��� � 1 �$��� �
	�
 p �������� ��-
�����. J�� �
$4������� ����� �

�	����	�E� 	��?���$ 4��	���-
�
�
 p-��
������, 	4�����
�
 	 
���>�
��� �������
�
 �������  
� �����
$ 	 �
��� z = 0, 4����$ 
��� � 	��?�� ��>�� 	 �
��� z = 1. 

3. /���� 	�� ������� .31 i−  '�� ��� ,231 3
π−

=−=
i

eiz  �
 
��� ������� �	������
�
 �
��� � ����
�
 �
$4�����
�
 ����� 

4
����$ 	���>���� .1,0,2 2
2

6 ==
π+π−

kez
kii

k  F��E�� 

2
3

6
sin

6
cos22 6

0
iiez

i −=�
�
�

	


� π−π==

π−
; 

.
2

32 0
6

5

1 ziez
i

−=−−==
π

 

9���, ��� �	������� �
��� n-� ���4��� � �
$4�����
�
 ���-
�� ���
 4������ � 4
��������
� #
�$� �4��� �
$4�����
�
 ���-
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��, �	���� �
���� n-� ���4��� � $
���� ����
�
 �
$4�����
�
 
����� (������� ���#$�������
� – �����	������
� � 4
�
>������
� – 
������� �
���), � ����$��� ����
�
 �
$4�����
�
 ����� �������� 
�� n. ��� 4
������� 	��� ������� �
��� ���
 �$��� 	 	��� $�
�
-
����
��� ����$����. 
 
 

��$� 2. ���&�� ����&�!���6����  
��������%7 	���� 

 
1. ���*�'���� (/�*�8�)(� ��('�*�����'9��(�� 

 
��� 4
���
���� ��
��� #������ �
$4�����
� 4���$���
� 

�
��?
� ������� �$��� 4���������� 
��
	��� ���� ������  
	 �
$4������E 
������. F���$ � #����$��������� 4
����� ���-
��� �	������ 4
����� 4������, �, 	 �����
���, 4
����� ��
��D���� 
����
	
� 4
����
	������
���. %���
�����E �
�� ����E� �

�	��-
��	�ED�� 4
����� � 	 
������ �
$4������� �����. ��� H�
$ $�
-
��� 
4���������, �	������ � 4��������$ 4����
�
$, 4
��
���E 
4
	�
��E� �

�	����	�ED�� 
4��������� ��
��� #������ ���-
��	������
� 4���$���
�. 

�
����
������
���� 	
����	���( ����� ��������& ��!�-
����!
���
� ���	
����
� ��
'���
 	
����	���( �����. A ����-
���?�$ 4
����
	������
��� �
$4������� ����� $� ����$ 
�
��-
���� ��$	
�
$ { }nz . !
$4������� ����� ,nz 
����ED�� 4
����
-
	������
��� { }nz , ���	�E��� �� H��$����$�. F4��������� �� 
����E���� 	
$
>�
��� 4
	�
��ED���� H��$���
	 (	 �����
���, 
	�� H��$���� 4
����
	������
��� $
��� ���� ��	�� ���� �����). 

)���
 z ��������& �!����
� �
����
������
��� { }nz , ���� 
��& ���
$
 �
�
'������
$
 ����� ε �
'�
 �	����� ��	
� �
��! 
N(ε), ������& � 	
�
!
$
 �� *������� nz *�
� �
����
������
-
��� ��
���
!&�� ��!������ ε<− nzz  �!� ( ).ε≥Nn  

�
����
������
��� { }nz , ����+�& �!���� z, ��������& 
�(
�&+���& 	 ����� z, ��
 ����������&  ��� .lim zznn

=
∞→
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��� ��
$��������
� �����4������� 4�������
�
 4����
��  
	 �
$4�����
� 
������ ��
��
 ��4
��
	��� 4
����� ε-
������
��� 
�
��� �
$4�����
� 4�
��
���. 

#�
'���
 �
��	 z 	
����	��
� ��
�	
���, ��'�+�( ���-
!� 
	!�'�
��� !������ ε � ����!
�  �
�	� ( ),, 00 ε<− zzz ����-
����& ε-
	!����
���� �
�	� .0z  

/� *�
$
 
�!�������& �������, ��
 �
�	� z &�&���& �!���-
�
� �(
�&+���& �
����
������
��� { }nz , ����  ���
�  
ε-
	!����
��� �
�	� z ��'�� �� *������� *�
� �
����
�����-
�
���, ������& � ��	
�
!
$
 �
��!�, ����&+�$
 
� ε. 

�
��
���� ��>�
� �
$4�����
� ����
 ibaz nnn +=  ���������-
����� 4��
� �����	�������� ����� na  � ,nb  �
 4
����
	������
-
��� �
$4������� ����� { }nz  �

�	����	�E� �	� 4
����
	������
-
��� �����	�������� ����� { }na  � { }nb , �
���	������, �

�	����	��-
�
, � �����	�������� � $��$�� ������ H��$���
	 nz  
4
����
	������
��� { }nz . 

9$��� $���
 �����ED�� ��	��>�����. 
������� 1.1. "�
�(
����� � �
����
���� ���
��� �(
��-

�
��� �
����
������
��� { }nz  &�&���& �(
���
��� �
����
�-
�����
���� ������������( ����� { }na  � { }nb , ( )ibaz nnn += . 

0
	���������
. A ��$
$ ����, ���� 4
����
	������
��� { }nz  
��
����� � ����� ,biaz += �
 ��� �E�
�
 0>ε  ε<−≤− zzaa nn   
� ε<−bbn  4�� ( ).ε≥Nn  J�
 � �
���	��� ��
��$
��� 4
����
	�-
�����
���� { }na  � { }nb  � a � b �

�	����	���
. F�����
� ��	��>��-

��� ������� � �

��
?���� ( ) ( ) ,22 bbaazz nnn −+−=− ��� a � b – 
4������ 4
����
	������
���� { }na  � { }nb ; .biaz +=  

�
����
������
��� { }nz  ��������& 
$!�������
�, ���� ��-
+������ ��	
� �
�
'������
� ����
 M, ��
 ��& ��( *������
 

nz  *�
� �
����
������
��� ����� ����
 ��!�����
 .Mzn <  
F��
	�
� �	
���	
 
���������
� 4
����
	������
��� ����������-
�� �����ED�� ��
��$�. 

������� 1.2. /� �&	
� 
$!�������
� �
����
������
��� 
�
'�
 ������� �(
�&+���& �
��
����
������
���. 
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0
	���������
. �
��
���� 4
����
	������
��� { }nz  
�����-
����, �
 ���
, ��
 �

�	����	�ED�� �� �����	�������� 4
����
	�-
�����
��� { }na  � { }nb  ���>� 
���������. ����$
���$ 4
����
	�-
�����
��� { }na . '�� ��� 
�� 
���������, � ��� $
>�
 	������� 
��
��D�E�� 4
�4
����
	������
��� { },

ina 4����� �
�
�
� 
�
��-

��$ a. �
����
	������
��� { }
ina  �

�	����	��� 4
����
	������
��� 

{ },
inb  ���>� �	��ED���� 
���������
�. �
H�
$� � ��� $
>�
 	�-

������ ��
��D�E�� 4
�4
����
	������
��� { },
knb  4����� �
�
�
� 


�
����$ b. ��� H�
$ �

�	����	�ED�� 4
����
	������
��� { }
kna  

4
-4��>��$� ��
����� � a. F��E�� �������, ��
 4
����
	�����-
�
��� �
$4������� ����� { } { }ibaz

kkk nnn +=  ���>� �	������ ��
��-
D����, 4����$ ,lim biazz

k
k

nn
+==

∞→
 ��
 � �
���	��� ��
��$�. 

 
2. �������) ��:� 

 
��� ������
	���� ��
��$
��� 4
����
	������
��� 	
 $�
��� 

������� ��
���$ 
���	����� ��
��
��$�� � �
����
���� 4��-
��� ��
��$
��� 4
����
	������
���, �	������ 4
� ��	����$ 
�������� !
?�. 

��	
��	� ���	. �
����
������
��� { }nz  �(
����& �
$�� 
� �
��	
 �
$��, 	
$�� ��& ���
$
 0>ε  �
'�
 �	����� ��	
� 
( )εN , ��
 ε<− +mnn zz  �!� ( )ε≥Nn  � ��& ���
$
 �
��!� .0≥m  

0
	���������
. ��
	� 	
�4
����$�� H�	�	������
���E 
��
��$
���� 4
����
	������
��� { }nz  � 4
����
	������
���� ���-
��	�������� ����� { }na  � { }nb , � ���>� ��$ 
���
�������	
$, ��
 
�������� !
?� �	������ ��
��
��$�$ � �
����
���$ 4�����
$ 
��
��$
��� 4
����
	������
��� �����	�������� �����. /����$  
� �
���������	� ��
��
��$
��� �������� !
?�. '�� ��� 4
����
-
	������
��� { }nz  ��
�����, �
 ��
����� � 4
����
	������
��� ���-
��	�������� ����� { }na  � { }nb . F��E�� �������, ��
 ��� �E�
�
 

������ 
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0>ε  � �E�
�
 �
$��� 0>m  
2
ε<− +mnn aa  4�� ( )ε≥ 1Nn   

� 
2
ε<− +mnn bb  4�� ( ).2 ε≥Nn  A������ 	 ������	� ( )εN  ����
��?�� 

� 1N  � 2N , 	 ���� ����	����	� �����
������ 4
�����$ 
ε<− +mnn zz  4�� ( ).ε>Nn  

�������$ � �
���������	� �
����
��
��� 4������ !
?�.  
9 �

��
?���� ε<− +mnn zz  4�� Nn≥  �����E� ����	����	� 

ε<−≤− ++ mnnmnn zzaa  � ε<−≤− ++ mnnmnn zzbb , �	��ED���� 
�
����
���$� ���
	��$� ��
��$
��� 4
����
	������
���� { }na   
� { }nb , �
 ���� ��
��$
��� 4
����
	������
��� { }nz . '�$ ��$�$ 
�
����
, ��
 ��� ��
��$
��� 4
����
	������
��� { }nz  � �
$4����-
��$� H��$����$� ��
��
��$�$ � �
����
���$ �	������ 	�4
���-
��� �������� !
?�. 
 

3. ;�(������� <*�'����� ����� 
 

A	���$ 4
����� ����
����
 �������
� �
��� �
$4�����
� 
4�
��
���, ��D���	���
� ��� �������?��
. ����� ���� 4
����
	�-
�����
��� �
$4������� ����� { }nz  �����, ��
 ��� �E�
�
 4
�
>�-
�����
�
 ����� R �������� �
$�� N, ������� � �
�
�
�
 ����� 4
-
����
	������
��� ��
	���	
��E� ���
	�E Rzn >  4�� .Nn≥  '���E 
4
����
	������
��� ��
	�$ ��
���������
 	
�����ED��. �
-
�����
 		������$ ����� 
4���������$, ������ 4
����
	������
���, 
��� � 	����� �� 4
�4
����
	������
���, 4������ �� �$���. '��
� 
4
�
>���� ��
���������
 	
�����ED�� 4
����
	������
��� 	�-
�	��� ��� ����
���	. Q�
�� ���>��� H�
�
, 		���$ �
$4�����
� 
����
 ∞=z  � ����� ������� �&	�� ��
$!�������
 
�!�����+�� 
�
����
������
��� �(
�&+���& 	 *�
�� �����, �
�
�
$� 4
���	�$ 
	 �

�	����	�� ����
����
 ��������E �
��� �
$4�����
� 4�
��
-
���. A	���$ 4
����� 4
��
� �
$4�����
� 4�
��
���, �
��
�D�� � 

����
� �
$4�����
� 4�
��
��� � ������	���
�
 ����
����
 ���-
����
�
 H��$���� – ����
����
 �������
� �
��� .∞=z  P�$���$, 
��
 ����$��� �
$4�����
�
 ����� ∞  �� 
4�������, ��� >� ��� � ��
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�����	�������� � $��$�� �����. G��� $� 	
�4
����$�� ��
$����-
����
� ���E��������, ���	� 	 �

�	����	�� H��$����$ ��
�����-
����
 	
�����ED�� 4
����
	������
��� { }nz  �
��� �
$4�����
� 
4�
��
���, �
 
�����>�$, ��
 �
��� ����$����	��$
� 4
����
	�-
�����
��� � 	
��������$ �� �
$��� ���4
����E��� 	�� �
�������-
������ ����
	 � �����
$ 	 ������ �

������, ������� �
�
��� $
-
��� ���� ��
�� ��
��
 �
��?�$�. F�$���$, ��
 �
��� ����
�  
4
����
	������
��� ����$���� � �
��� ∞  ��������
 
� ���!���-
��& �� 4
��
� �
$4�����
� 4�
��
���. 

F4������$ �������������� �	
���	� ����� .∞=z  9 H��$��-
�
	 ��
���������
 	
�����ED�� 4
����
	������
��� { }nz  �
���-

	�$ 4
����
	������
��� 
�

�

�
�
�

nz
1 . J�� 4
����
	������
��� ��
�����  

� �
��� .0=z  �����	������
, � 4������D�� ����$
������ �����-

��, ��
 ��� �E�
�
 0>ε  $
>�
 ������ ���
� �
$�� N, ��
 ε<
nz

1  

4�� .Nn≥  F��	���
 � 
�����
� ��	��>�����: ���� 4
����
	�����-
�
��� { }nζ  ��
����� � ���E � �
��
�� � 
������� 
� ���� H��$��-

�
	, �
 4
����
	������
��� 
�

�

�
�
�
ζn

1  ��
����� � ����
����
 �������
� 

�
���. 

A �	�� � H��$ 4
����E� 01 =
∞

 � .
0
1 ∞=  A

�D�, ��� ����
���-

�
 �������
� �
��� ������	��	�E��� �

��
?���� ∞=∞⋅z  4�� 

0≠z  � 0, =
∞

∞=∞+ zz  4�� ,∞≠z  �
�
��� ������	���� � �
��� ��-

��� 4�������
�
 4����
�� 	 
4������� ��
>���� � �$�
>����.  

� H�
� �
��� ����� 
4������ 
∞
∞  �	������ ��
4��������
�. 

 

������ 
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��$� 3. ��#��� 
������ ��������� �������-
��. ������%����6 

 
1. (����+� ����*�'���� 

 
A	���$ 4
����� #������ �
$4�����
� 4���$���
�. J�
 4
��-

��� 		
����� ��� >�, ��� � 4
����� #������ �����	������
� 4���-
$���
�. "���$ �
	
����, ��
 �� $�
>���	� E �
$4�����
� 4�
��
-
��� ����� #������ �
$4�����
� 4���$���
�, ���� ���� ��
�, 
���	�D�� 	 �

�	����	�� ��>�
� �
��� $�
>���	� E ���
�
�
� 
�
$4�����
� ����
. ��
>���	
 E ����$ ���	��� $�
>���	
$ ��-
����� ���	���$
� 4���$���
�. ��������� H�
�
 $�
>���	� $
>�� 
���� 	���$� ��
>�
� � ���

����
�, 
����
 	 ��
��� #������ 
�
$4�����
� 4���$���
� ����$����	�E� $�
>���	� �4�������
� 
���������. ��� �������?��
 ��$ 4
��������� ��� 	�4
$
��������� 
4
�����. 

'
��� z ���	����� ���!����� �
�	
� ��
'���� E, ���� 
��D���	��� ε-
������
��� �
��� z, 	�� �
��� �
�
�
� 4�������>�� 
$�
>���	� E. /�4��$��, �
��� z $�
>���	� 1≤z  �	������ 	������-
���, ���� ;1<z  �
��� 1=z  �� �	������ 	��������� �
��
� ����
�
 
$�
>���	�. 

#�
'���
 E ��������& 
�������, ���� ��
��&���& ���-
���+�� ���
�&: 1) 	�'��& �
�	� ��
'���� E – ���!���&& 
�
�	� *�
$
 ��
'����; 2) ����� �� �
�	� ��
'���� E �
'-
�
 �
������� �
���
�, �� �
�	� 	
�
!
� �!������'�� E. 

A ����
$ 
4��������� 	�
�
� ����
	���� �	������ ���
	��$ 
�	��
��� 
������. /�4��$��, $�
>���	
 �
��� 1<z  
������ 
�-
�����. '
��
 ���>� � ε-
������
��� �
��� 0z ( )ε<− 0zz  
������ 

������. ��
>���	
 �
��� 1≤z  �� �	������ 
������E, ��� ��� �� 
	�� ��
 �
��� �	��E��� 	��������$�. '��>� �� �	��E��� 
������$� 
$�
>���	
 �
��� 1≠z  � $�
>���	
 { },24,1 <−< zz 4
��
���� 
�� 
�� �	��E��� �	���$�. 

��� 
�
������� 
������ 
����
 4��$���E��� ���	� J, G, D. 
'
��� z �	������ ��1��� �
�	
� 
������ J, ���� ��D���	��� ����� 
ε-
������
��� z, 	�� �
��� �
�
�
� �� 4�������>�� J. 
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'
��� z ���	����� $!�����
� �
�	
� 
������ J, ���� 	 �E�
� 
�� ε-
������
��� �
���>���� ��� �
���, 4�������>�D�� 
������ J, 
��� � �
���, �� 4�������>�D�� ��. /�4��$��, �
��� 1=z  �	������ 
�������
� �
��
� 
������ 1<z . �

	���
��� ��( $!������( �
-
��	 
�!����� $!����� 
������. A �������?�$ ������� 
������ $� 
����$ 
�
������ ���	�$� γ, ), �. ��
����?�$ 4��$��
$ �������, 

��	���
, �	������ ���	��, 
����
 ������� 
������ $
>�� �
��
��� 
� � ��������
�
 $�
>���	� �
���. /�4��$��, $�
>���	
 �
��� 

0≠z  
������ �� �
$4�����
� 4�
��
��� 
������, �������� �
�
-
�
� �	������ �
��� .0=z  

#�
'���
, �
������
� �!��
��������� 	 
������ ��( �� 
$!������( �
��	, ��������& ���	���
� 
�������. P�$�����E 

������ 
����
 
�
����E�, ���	� ����� ��� ��$	
�
$ 
������, 
��4��$��: .,, DGJ  

A �������?�$ $� ����$ ����$����	��� �� ������, �
��� ���-
���� 
������ 4������	���� �
�
� 
��� ��� ����
���
 ���
��
-
������� ���	��, �
�
���, 	 �����
���, $
��� 	��
>������ 	 
�-
������� �
���. ��� H�
$ ����� ����$����	����� ��� 
��
�	����, 
��� � $�
�
�	���� 
������. /�4��$��, 
������ 2<− iz  �	������ 

��
�	��
� 
������E, ������� �
�
�
� – 
���>�
��� ;2=− iz  
����
	
� �
���
 21 << z  4������	���� �
�
� �	��	���E 
������; 
$�
>���	
 �
��� 0≠z  – 
��
�	���E 
������ � �. �. 

G��� 
������ J �����
$ ��>�� 	����� ���
�
�
�
 ����� �
-
����
�
 �������, �
 
�� �	������ 
$!�������
�, 	 4�
��	�
$ ������ – 
��
$!�������
�. 

�� ����$ ����$����	��� 	 
��
	�
$ �� ������, �
��� $�
>�-
��	
 E ������� �
$4�����
� 4���$���
� 4������	���� �
�
� 
�-
����� J ��� �$�����E 
������ J  �
$4�����
� 4�
��
���. '
��� 

��
������& %��	��& 	
����	��
� ��!�����
� z, �������&  
���-
��� J, 
�!����&���& ��	
�
�, ���&+�� 	�'�
�� �������� z �� 

������ J  �

������� 
�!�������
� 	
����	��
� ����
 w. 
��$	
������� ������
� �

�	����	�� ����$ �4���	��� 	 	��� 

( ).zfw=  
��
>���	
 �
$4������� ����� w, �

�	����	�ED�� 	��$ 
,Jz∈  ���	����� ��
'���
� �������� %��	��� ( )zf . �
��
���� 

������ 
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��>�
� �
$4�����
� ����
 �������������� 4��
� �����	�������� 
�����, �
 ������ �
$4�����
� #������ ivuw +=  �
$4�����
� 4�-
��$���
� iyzz +=  H�	�	������
 �����E �	�� �����	�������� 
#������ �	�� �����	�������� 4���$�����, ��
 $
>�� ���� �4�-
���
 	 	��� ( ) ( ) ( ).,, yxivyxuzw +=  

������� ( )yxu ,  � ( )yxv ,  
4�������� 	 
������ J 4�
��
��� 
�����	�������� 4���$����� (x, y), �

�	����	�ED�� 
������ J 
�
$4�����
� 4�
��
��� z. ������� ( )yxu ,  ���	����� ������-
�����
�, � #������ ( )yxv ,  – ����
� �����E #������ ( )zfw = .  
A �������?�$, ���� H�
 �� ����� 
�
	
���
 
�
�
, $� 	����� ����$ 
4
��
	����� H��$ 4������	�����$, 
�
����� �����	�������E 
����� #������ ( )zf  ��$	
�
$ u, $��$�E – ��$	
�
$ v. 

Q���
 ����$����	�E� $�
�
������ #������ �
$4�����
� 
4���$���
�, �
��� ��>�
$� ������E Jz∈  ���	���� 	 �

�	����	�� 
����
���
 �
$4������� �����. ������ $� ����$ ����$����	��� 
�
���
 
��
������ #������ �
$4�����
� 4���$���
�. �
��
��
� 
����$
������ $�
�
������ #������ ����� 		����
 4
>�. 

��
>���	
 ������� w #������ ( )zf  �� �
$4�����
� 4�
��
-
��� w $
>�� �$��� ��$�E ���

�����E ���������. A �����
���, 
H�
 $
>�� ���� 
������ G ��� �$������ 
������ G . A �������?�$ 
$� ����$ ����$����	��� �
���
 ����� ������. ��� H�
$ ��
$����-
������ �����4������� 4
����� #������ ( )zf  �
$4�����
� 4���-
$���
� ���E������ 	 �
$, ��
 ��	����	
$ ( )zfw=  ������	��	���-
�� ��
� �

�	����	�� $�>�� �
���$� 
������ J �
$4�����
� 4�
�-
�
��� z � �
���$� 
������ G �
$4�����
� 4�
��
��� w. F��	���
, 
������	��	����� � 
�����
� �

�	����	�� – ��>�
� �
��� Gw∈  ���-
	���� 	 �

�	����	�� 
��� ��� ����
���
 �
��� z 
������ J. J�
 

������, ��
 	 
������ G ����� 
��
������ ��� $�
�
������ 
#������ �
$4�����
� 4���$���
� w: ( ).wz ϕ=  J�� #������ ���-
	����� 
�����
� #������ ( ).zf  F������ G ������ #������ ( )wϕ , 

��	���
, �	������ 
������E ������� #������ ( ).zf  G��� #���-
��� ( )wϕ , 
������� 
��
����
� #������ ( ),zf  �����
� 	 
������ J, 
�	������ 
��
����
� #������� 	 
������ G, �
 $�>�� 
������$� J 
� G �����
	���
 	��$�
 
��
����
� �

�	����	��. 
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2��	��& ( )zf  ��������& 
��
�����
� %��	����  
������ J, 
����  !�������( �
�	�( z *�
� 
������ 
�� �!������� !�������� 
�������&. 

9 H�
�
 
4��������� �������, ��
 #������, 
������� 
��
-
�����
�, �	������ 
��
����
�. 

 
2. ������+���(�9 

 
�������$ � 4
����E ��4����	�
��� #������ �
$4�����
� 

4���$���
�. ����� #������ ( )zf  
4�������� �� ���
�
�
$ $�
>�-
��	� E. ����$
���$ �������� 4
����
	������
��� �
��� H�
�
 
$�
>���	� { }nz , ��
��D���� � ���
�
�
� �
��� 0z  � �
��
�D�� � 
�
��� nz , 
������� 
� �
��� 0z  (�
 ���� 0zzn ≠ ), � �

�	����	�E-
D�� �$ 4
����
	������
��� ������� #������ ( ){ }nzf . ��� H�
$ 
4���4
��������, ��
 �
��� 0z  �	������ �
��
� ���D���� $�
>���	� 
E, �
 ���� ��D���	�E� 4
����
	������
��� { }nz  �
��� H�
�
 $�
>�-
��	�, ��
��D���� � �
��� 0z . 3���, ��������
 
� ��
!� �
����
-
������
���, { }nz  ��+������ ����������� �!���� 

( ) 0
0

lim wzf nzzn
=

→
, �
 *�
� �!���� ��������& �!�������� �������-

��, ��� �!����
� %��	��� ( )zf   �
�	� 0z , ��
 ����������&  
 ��� ( ) .lim 0

0
wzf

zz
=

→
 

Q���
 �4
���������� � ����
� 
4��������� 4
����� 4������-
�
�
 ������� (4������) #������. 

)���
 0w  ��������& �!�������� ��������� %��	��� ( )zf  
 �
�	� 0z , ���� ��& ���
$
 0>ε  �
'�
 �	����� ��	
� ,0>δ ��
 
��& ��( �
��	 Ez∈  � ��
���
!&�+�( ���
�� δ<−< 00 zz  ���-
�� ����
 ��!�����
 ( ) .0 ε<−wzf  

P�$���$, ��
 	�
�
� 
4���������, 	 
������ 
� 4��	
�
, �$��� 
�$��� ��?� ��� �
������ ������� 0z  � 0w . 

�
��>�$ H�	�	������
��� H��� 
4���������. ����� #������ 
( )zf  ��
	���	
���� 	�
�
$� 
4��������E. A
�$�$ 4�
�	
���
� 

4
�
>������
� ����
 ε � 	�����$ ��� ���
 �

�	����	�ED�� ( )εδ . 
����$
���$ 4�
�	
����E 4
����
	������
��� { } 0zzn →  � �����$ 

������ 
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�
$�� ( )( ) ( )ε=εδ NN , ������� � �
�
�
�
 δ<−< 00 zzn . '
���, 4
 
���
	�E, ( ) ε<− 0wzf n ��� ( )ε≥Nn , � ��� ��� 0>ε  – �E�
�, �
 H�
, 
	 ���� 4�
�	
���
��� 	��
�� 4
����
	������
��� { }nz , � 
����-
��, ��
 ( ) 0

0
lim wzf nzzn

=
→

, �
 ���� #������ ��
	���	
���� � 4��	
$� 


4��������E. '�$ ��$�$ � 	�
�
�
 
4��������� ������� 4��	
�. 
�
��>�$ ��4���, ��
 � 4��	
�
 
4��������� 	������� 	�
�
�. 

����4
�
>�$, ��
 H�
 �� ���. '
��� $
>�
 ������ ���
� 00 >ε , ��
 
��� �E�
�
 0>δn  �������� ����� �
��� ,Ezn∈  ��
 4�� 

nn zz δ<−< 00  ����� 	�4
������� ����	����	
 ( ) 00 ε>−wzf n . A�-
����$ ����$�D�E�� � ���E 4
����
	������
��� { } 0→δn  � �

�	��-
��	�ED�E �� 4
����
	������
��� �
��� { }nz , ��
	���	
��ED�� 
4��	������$ 	�?� ����	����	�$. F��	���
, ��
 { } 0zzn → , � 4
-
����
	������
��� ( ){ }nzf  �� ��
����� � ����� 0w , ��� ��� 	�� �� 
����� 
�����E��� 
� 0w  �
��?� ��$ �� .0ε  /
 4
�������� �����-
��� 4�
��	
����� 4��	
$� 
4��������E. ����
	������
, �������
� 
4���4
�
>���� ��	���
, �
 ���� � 4��	
�
 
4��������� 	������� 
	�
�
�. J�	�	������
��� 
�
�� 
4��������� �
�����. 

!�� � 	 ������ �����	������
� 4���$���
�, 
���� 	�>��$ �	-
������ 4
����� ��4����	�
��� #������. /����$ � 4
����� ��4��-
��	�
��� 	 �
���. ��� H�
$ ����$ �������, ��
 �
��� ,0z 	 �
�
�
� 

4���������� H�
 4
�����, 
��������
 4�������>�� $�
>���	� E 
������ #������. 

2��	��& ( )zf , �������& �� ��
'���� E, ��������& ���!�-
!��
�  �
�	� ,0 Ez ∈  ���� �!������
� �������� *�
� %��	���  
 �
�	� 0z  ��+������, 	
����
 � �
������ �
 ��������� ( )0zf  
%��	��� ( )zf   �
�	� 0z , �
 ���� ( ) ( ).lim 0

0
zfzf

zz
=

→
 

J�
 
4��������� ��4����	�
��� ���4�
���������� ��� �� 
	���������, ��� � �� ��������� �
��� $�
>���	�. G��� �
��� 0z  
�	������ �
���
	���
� �
��
� $�
>���	� E (�
 ���� ��D���	��� 
����� ε-
������
��� �
��� 0z , 	 �
�
�
� ��� ������ �
��� $�
>�-
��	� E), �
 #������ ( )zf  4
 
4��������E ��������� ��4����	�
�  
	 �
��� 0z . 
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G��� #������ ( )zf , ������� �� $�
>���	� E, ��4����	�� 	
 
	��� �
���� H�
�
 $�
>���	�, �
 �
	
���, ��
 #������ ( )zf  ��4��-
��	�� �� $�
>���	� E. A �����
���, $� ����$ ����$����	��� 
#������, ��4����	��� 	 
������, 	 �$����
� 
������ � �� ���	
�. 
P�$���$, ��
 	 ���� ������ 
4��������� ������� ����$����	��� 
4��������� ������� #������ ( )zf  ��?� �� 4
����
	������
���� 
�
���, 4�������>�D�� ����
$� $�
>���	� (	 ��?�$ ������ –
�$����
� 
������, ���	
� � �. �.). 

� 4
$
D�E ε-δ-
4��������� 4�������
�
 ������� ���
	�� 
��4����	�
��� #������ ( )zf  	 �
��� 0z  $
>�
 ���>� �#
�$���-
�
	��� �����ED�$ 
���
$. 2��	��& ( )zf  ���!�!���  �
�	� 0z , 
���� ��& ���
$
 0>ε  �
'�
 �	����� ��	
� ,0>δ  ��
 ��& ��( �
-
��	 ,Ez∈  ��
���
!&�+�( ��!������ ,0 δ<− zz  ����� ����
 
��!�����
 ( ) ( ) .0 ε<− zfzf  )�
$��������� H�
 
������, ��
 
#������ �
$4�����
� 4���$���
�, ��4����	��� 	 ���
�
�
� �
��� 

,0z  ���	�� 	 �

�	����	�� ��>�
� �
��� � δ-
������
��� �
��� 0z  
���
�
��E �
���, 4�������>�D�E ε-
������
��� �
��� ( ).00 zfw =  

P�$���$, ��
 ������ 
4��������� 4
����� ��4����	�
��� 
#������ ( )zf  	 �
��� 0z  �4��	����	� �� �
���
 	 ������ �
����
� 
�
��� 0z , �
 � 	 ������ ����
����
 �������
� �
��� .0 ∞=z  ��� 
H�
$ 4
� 4��������$ �������$ #������ ( )zf  	 �
��� ∞  	 ���� 
4��	
�
 
4��������� 4������ ���
 4
��$��� 4����� 4
����
	�-
�����
��� ( ){ },nzf  ��� { }nz  – �E��� ��
����������� 	
�����ED�� 
4
����
	������
���. A
 	�
�
$ 
4��������� ��4����	�
��� ���
-
	�� δ<− 0zz  ���
 �$����� �� ���
	�� .Rz >  

9 ��4����	�
��� #������ �
$4�����
� 4���$���
� 
( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=  ������� ��4����	�
��� �� �����	������
� 
( )yxu ,  � $��$
� ( )yxv ,  ������ 4
 �
	
��4�
��� 4���$����� x, y. 

9$��� $���
 � 
�����
� ��	��>�����: ���� ( )yxu ,  � ( )yxv ,  ���� ��-
4����	��� #������ 4
 �
	
��4�
��� 4���$����� x, y 	 ���
�
�
� 
�
��� ( )00 , yx , �
 ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=  �	������ #������� �
$-
4�����
� 4���$���
� ,iyxz +=  ��4����	�
� 	 �
��� .000 iyxz +=  
������ ��	��>����� 	�����E� � �
�
, ��
 ��
��
��$�$ � �
���-
�
���$ ���
	��$ ��
��$
��� 4
����
	������
��� �
$4������� 

������ 
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����� �	������ ��
��$
��� 4
����
	������
���� �� �����	�����-
��� � $��$�� ������. 

J�
 4
	
���� ��$ 4�������� �� #������ �
$4�����
� 4���-
$���
� 
��
	��� �	
���	� ��4����	��� #������ �	�� �����	�-
������� 4���$�����. '��, ��$$� � 4�
�	������ �	�� #������ 
�
$4�����
� 4���$���
� ( )zf1  � ( )zf2 , ��4����	��� 	 
������ J, 
���>� �	��E��� ��4����	��$� #������$� 	 H�
� 
������; #������ 

( ) ( )
( )zf
zfz

2

1=ϕ  ��4����	�� 	 ��� �
���� 
������ J, ��� ( ) ,02 ≠zf � �. �. 

 
3. ���$��+ 

 
������$ ����
���
 4�
����?�� 4��$��
	. 
1. ����$
���$ �������E #�����E ( ) .bazwzf +==  P���� a � b – 

������� �
$4������� 4
��
�����. "���$ �������, ��
 ,0≠a   
��� ��� 	 4�
��	�
$ ������ #������ ( ) bazwzf +==  ���	�� 	 �

�-
	����	�� 	��$ �
���$ z �
$4�����
� 4�
��
��� 
��
 � �
 >� �
$-
4�����
� ����
 b. ������� ( ) bazwzf +==  
4�������� 4�� 	��� 
�������� ���	���$
� 4���$���
� z. F������E �� ������ �	����-
�� 4
���� �
$4������� 4�
��
���. 

A �������?�$ $� ����$ �
	
����, ��
 #������ �
$4�����
� 
4���$���
� ( )zf  
4�������� �� 	��� �
$4�����
� 4�
��
���, ���� 

�� 
4�������� ��� 	��� ������� �
$4�����
�
 ����$���� z, 
���-
�������� 4
 $
���E, � ����$ �
	
����, ��
 ( )zf  
4�������� �� 
4
��
� �
$4�����
� 4�
��
���, ���� 
�� ����� � 4�� .∞=z   
A ��?�$ 4��$��� ( ) .∞=∞f  

!�>�
$� ������E z �

�	����	��� �
���
 
��
 ������� w, 
�
 ���� ( )zf  – 
��
������ #������ z. F��	���
, ��
 
������� 

#������ ( ) 11
1 bwa

a
bw

a
zw ==−==ϕ  
������� ��$� >� �	
���	�$�, 

��
 � ( )zf . '�$ ��$�$ ( )zf  – 
��
������� #������ z �� 4
��
� 
�
$4�����
� 4�
��
���, ������	��	�ED�� 	��$�
 
��
����
� 
�

�	����	�� $�>�� 4�
��
���$� z � w. A ���� ��4����	�
��� ���-
��	������
� � $��$
� ������ ( )zf  4
 �
	
��4�
��� 4���$����� x, y 
H�� #������ ��4����	�� �� 	��� �
$4�����
� 4�
��
��� (4�� �E-
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��� �
������ �������� x, y). Q�
�� 	������� ��
$���������� 
�$��� ����
�
 �

�	����	��, ����$
���$ 	�4
$
��������E #���-
��E .az=ζ  /� 
��
	���� 4��	��� �$�
>���� �
$4������� ����� 
�$��$ ( ) ( )( ).argargsinargargcos zaizaza +++⋅⋅=ζ  F��E�� �����-
�� ,za ⋅=ζ  .argargarg az+=ζ  '
 ���� #������ az=ζ  �E�
$� 
�
$4�����
$� ����� z ���	�� 	 �

�	����	�� �
$4�����
� ����
 ζ, 
$
���� �
�
�
�
 	 a  �� �
��?� $
���� z, � ����$��� 4
�������� 
� ����$���� z 4����	�����$ 4
��
���
�
 ������$
�
 – ����$���� 
�
$4�����
�
 ����� a. )�
$���������� �$��� H�
�
 4��
���
	�-
��� 
��	����: 4
�
��
� �����>���� 4�
��
��� z 	 a  �� � 4
	
�
� 
H�
� 4�
��
��� ��� ���
�
 	
���� �
��� 0=z  �� ��
� aarg . 

A
	��D���� � #������ ( ) ,bazwzf +==  �
�
��E ��4��� 
$
>�
 �4����� 	 	��� ,bw +ζ=  	���$, ��
 ��
$���������� �$��� 
4
�������
 4��
���
	���� �
��
�� 	 ��	��� 4�
��
��� z, �������-
����$
$ 	���
�
$ b. 

9���, �������� #������ 4��
������ �
$4������E 4�
��
��� z 
	 �
$4������E 4�
��
��� w 4���$ 4
�
��
�
 �����>����, 4
	
�
�� 
� ��	���. 

2. ����$
���$ ��4��� #�����E ( ) .1
z

zfw ==  F�� ���>� 
4��-

������ �� �
$4�����
� 4�
��
���, 4����$ ( ) ∞=0f  � ( ) .0=∞f  !�� 
� 	 4��	
$ 4��$���, ������	��	��$, ��
 ( )zf  �	������ 
��
����
� 
� 
��
�����
� #������� z, 
�
���>�ED�� 4
���E 4�
��
��� z �� 
4
���E 4�
��
��� w. &���
 �����
	���, ��
 #������ ( )zf  ��4��-
��	�� �� 4
��
� �
$4�����
� 4�
��
���, � ����E�����$ �
��� 

.0=z  ��� ��
$��������
� �����4������� ����
� #������ 	
�4
��-
��$�� 4
��������
� #
�$
� �4��� �
$4������� �����: 

ϕ−φ

ρ
== ii erew 1  (��� ��� ϕρ= iez ). J�
 ��	����	
 
������, ��
 

zw argarg −= , .1
z

w =  �
�������� �

��
?���� 4
	
��E� ���-

�$����	��� 
�
���>����, 
��D���	���$
� ����
� #�������, ��� 
�
	
��4�
��� �	�� 
�
���>����: ( ),zζ=ζ  ��� ,z=ζ  ,argarg z−=ζ  

������ 
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� ( ),ζ=ww  ��� ,1
ζ

=w  .argarg zw=  ���	
� 
�
���>���� �$��� ��
-

$���������� �$��� �������
�
 
���>���� 
��
�������
 �����	�-
�����
� 
��, 4�� �
�
�
$ �
��� z 4����
��� 	 �
��� z , � 	�
�
� – 

��	����� 	 �������
$ �����, 4���	
��D�� �
��� z  	 �
��� 
z

w 1= , 

(���. 3, 4)1. ��� H�
$ �
��� 4�
��
��� z, ��>�D�� 	�� �������
�
 
�����, 4����
��� 	 �
���, ��>�D�� 	����� �������
�
 ����� 4�
�-
�
��� w, � ��
�
�
�. 

 
���. 3 

 
���. 4 

 
3. ����$
���$ #�����E ( ) .2zzfw ==  J�� #������ �	������ 


��
����
� #������� �
$4�����
� 4���$���
� z. ��� ������� 
�� �	
���	 
4��� ��
��
 4������	��� �
$4������� ����� 	 4
���-
�����
� #
�$�: ϕρ= iez , .22 ϕφ ρ== ii erew  F��E�� ����
 ���E����, 
��
 �
��� 4�
��
��� z, ��>�D�� �� ����, �
���	��ED�$ ��
� ϕ  
� 4
�
>�������$ ��4��	�����$ �����	������
� 
��, 4����
���  
	 �
��� 4�
��
��� w, ��>�D�� �� ����, �
���	��ED�$ � 4
�
>�-
������$ ��4��	�����$ �����	������
� 
�� ��
� 2ϕ. �
H�
$� �
�-
��$ z � –z, ����$���� �
�
��� ������E��� �� Y, � $
���� 
����-
�
	�, �

�	����	��� 
��
 � �
 >� ������� w ( 2cos2 +π=πei  

12sin =π+ i . '�$ ��$�$ 
������� #������ 
���	����� $�
�
���-
�
�. ����$
���$ 4
��
���� 
�
���>����, 
��D���	���$
� #�����-

                                                 
1 /��!���� ��� �!�
�!��
����� 
�!����( !�����
 	 ����� ������� a ���	����� ���
� 

4��
���
	����, 4�� �
�
�
$ ��>�
� �
��� 	����� (	��) ����� ���	���� 	 �

�	����	�� �
��� 	�� 
(	�����) �����, ��>�D�� �� ����, 4�
	�����
$ � ������ ����� 	 �����E �
��� ���, ��
 4�
�	�-
����� �����
���� 
� H��� �
��� �
 ������ ����� ��	�
 �	������ ������� �����. 
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�� .2zw=  A������ 4
��4�
��
��� z 4����
��� 	 4
���E 4�
��
��� 
w. �
�
>�$ ��� 
4��������
���, ��
 	 	������ 4
��4�
��
��� ��-
��$��� z ���E��� 	 4������� .0 π<ϕ<  '
��� �������$ �
���$ 

������ π<ϕ<0  �

�	����	�E� �������� ������� w. '���� 
�-
�����, �������$ �
���$ �
�
�
� �

�	����	�E� �������� ����-
��� #������, ���	����� 
������� 
��
�����
��� %��	���.  
A 4������D�� 4��$���� 
������E 
��
�����
��� �	������ 	�� 
�-
����� ������ #������, � 	 ����
$ ������ ��� #������ ,2zw=  
�-
�����E ������ �
�
�
� �	������ 4
���� �
$4������� 4�
��
��� z, 

������E 
��
�����
��� ���>�� 4
��4�
��
���. F�$���$, ��
  
	 ����$����	��$
$ ������ ������� 
������ 
��
�����
��� (���� 

0=ϕ  � π=ϕ ) 4����
��� 	 
��� � �� >� 4��$�E – 4
�
>�������E 
����� �����	������
� 
�� 4�
��
��� w. &���
 4
�����, ��
 #���-
��� 2zw= 4�
�	
��� 
�
���>���� � ��>��� 4
��4�
��
��� z 	$�-
��� � �����	������
� 
��E �� 4
���E 4�
��
��� w. '���$ 
���
$, 

������� #������ wz= , 
4���������� �� 4
��
� 4�
��
��� w, 
�>� �� �	������ 
��
����
� – 
��
� � �
� >� �
��� 4�
��
��� w 
�

�	����	�E� �	� �������� �
��� 4�
��
��� z: 
��� – 	 	������, 
������ – 	 ��>��� 4
��4�
��
���. 

Q�
�� ������ 
�
���>����, 
��D���	���$
� ����
� #�����-
��, 	
�4
����$�� 
4��� 4
��������
� #
�$
� �4��� �
$4����-
�
�
 �����: .φ= irw '
���, �
�����
 4��	��� �	������� �
��� � 
�
$4�����
�
 �����, $� 4
�����$ �	� �������� ������� #���-

��� ( )wz : 
( )ki

k erz
π+φ

=
2

2  ( 1,0=k ). P�$���$, ��
 .argarg 01 π=− zz  
����$
���$ �� 4�
��
��� w ���
�
��E �$�����E ���	�E C, �� 
�$�ED�E ��$
4����������. ��������$ �� ��� �
��� ,0w  �
�
�
� 
4��4�?�$ 
4��������
� ������� ����$���� ,0φ �����$ 
( ) ( )0100 , wzwz  � ����$ ������� � �$������$ #������ ( )wz0   

� ( )wz1  4�� ��4����	�
$ �	�>���� �
��� w 4
 ���	
� C. %���-
$��� �
��� w �� ���	
� C �$������� ��4����	�
. �
H�
$�, ��� 
����
 	�����, #������ ( )wz0  � ( )wz1  �	��E��� ��4����	��$� 
#������$� w �� ���	
� C. ��� H�
$ 	
$
>�� �	� �������� ���-
���. A 4��	
$ ������ ���	�� C �� �
���>�� 	����� �
��� 0=w . '
-
��� 4
��� 
��
�� ���	
� C ����$��� �
��� 0w  	������� � 4��	
��-

������ 
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�����
$� ������E 00arg φ=w . ����
	������
, � ������� #���-
��� ( )wz0  � ( )wz1  	 �
��� 0ww=  4
��� 
��
�� ���	
� C ����� ��	-
�� �� 4��	
��������$ �������$. '�$ ��$�$ �� ���	
� C 	 H�
$ 
������ 
4�������� �	� �������� 
��
������ #������ �
$-

4�����
� 4���$���
� w: 2
0

φ

=
i

erz � 
( )π+φ

=
2

2
1

i

erz  (Z �$������� 
��4����	�
 �� ���	
� C, ������� 
� ������� 0φ  	 �
��� 0w ). F��-
	���
, ���� 
������ D 4�
��
��� w 
������� ��$ �	
���	
$, ��
 
�E��� �$������ ���	�� 	 H�
� 
������ �� �
���>�� �
��� ,0=w �
 
	 D 
4�������� �	� �������� 
��
������ ��4����	��� #������ 
( )wz0  � ( )wz1 . ������� ( )wz0  � ( )wz1  ���	�E� ��&�� $�
�
-

����
� #������ ( ) .wwz =  
A
 	�
�
$ ������ ���	�� C �
���>�� 	����� �
��� .0=w  '
-

��� 4
��� 
��
�� ���	
� C 	 4
�
>������
$ ��4��	����� ������� 
����$���� �
��� 0w  �>� �� 	������� � 4��	
�������
$� ������E 

0φ , � �$������ �� 2π: .2arg 00 π+φ=w �
H�
$� � ������� #���-
��� ( )wz0  � ( )wz1  	 �
��� 0w  	 ��������� �� ��4����	�
�
 �$�-
����� 4
��� 
��
�� ���	
� C �>� �� ����� ��	�� �� 4��	
������-
��$ �������$. "
��� �
��
, $� 4
����$ ( ) ( ) ,~

0000
π= iewzwz  

( ) ( ) .~
0101

π= iewzwz  '
 ���� #������ ( )wz0  4������� 	 #�����E 
( ),1 wz � ��
�
�
�. 

G��� ��� �
��� 0z  $
>�
 ������ ����E ε-
������
���, ��
 
4�� 
��
�����
$ 
��
�� �
��� 0z  4
 �E�
$� �$����
$� �
�����, 
�����
$ ��>�D�$� 	 H�
� ε-
������
���, 
��� 	��	� $�
�
����
� 
#������ 4����
��� 	 �����E, �
 �
��� 0z  ���	����� �
�	
� !��-
������& (������&) ����
� $�
�
����
� #������. A 
������
��� 
�
��� ��	��	����� 
�������� 	��	� $�
�
����
� #������ �>� 
����� ����$����	��� ��� �������� 
��
������ #������, 4
��
��-
�� 4�� 
��
�� �
��� ��	��	����� �� ������� $���E���. A ����$��-
��	��$
$ 4��$��� �
��
� ��	��	����� �	������ �
��� .0=w  

P�$���$, ��
 
��
� 
���>�
��� Rz =  ��
�� ��
��
 �
��?
�
 

������� �

�	����	��� 
��
�� �� 4�
��
��� 
z
1=ζ  �
��� 0=ζ   
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4
 
���>�
��� .1
R

=ρ=ζ  '�� ��� �$��� $���
 �

��
?���� ∞=
0
1 , 

����$ �������, ��
 
��
� 
���>�
��� ����
����
 �
��?
�
 �����-
�� ( ∞→R ) ���� 
��
� ����
����
 �������
� �
��� .∞=z  !�� ���-
�
 	�����, 	 ����$����	��$
$ 4��$��� 4�� 
��
�� �
��� ∞=w  
�-
�� 	��	� #������ wz =  4����
��� 	 �����E. '���$ 
���
$, 	�
-
�
� �
��
� ��	��	����� #������ wz =  �� �
$4�����
� 
4�
��
��� w �	������ �
��� ∞=w . F������E D, 	 �
�
�
� 
4����-
���� 
��
������ 	��	� #������ wz = , �	������ �E��� 
������ 
4�
��
��� w, �� �
���>�D�� �
��� ��	��	����� 0=w  � ∞=w .  
'��
� 
������E �	������, ��4��$��, 	�� 4�
��
��� w � ����
$ 
	�
�� 4
�
>������
� ����� �����	������
� 
��. ��� H�
$ ������ 
����� �	��E��� �������� ����
� 
������, ��� ��
 4�� ��4����	-
�
$ �	�>���� 	����� 
������ $� �� $
>�$ 4��������� ���� 
(������� 
������). 

G��� �������, ��
 ����$��� �
��� w ��� 4��	
� 	��	� �$���-
���� 	 4������� ,2arg0 π<< w  � ��� 	�
�
� – 	 4������� 

π<<π 4arg2 w , �
 4��	�� 	��	� #������ wz =  4�
�	
��� 
�
�-
��>���� 4�
��
��� � ����
$ �� 	����EE 4
��4�
��
��� z, � 	�
-
��� 	��	� ����
� #������ 
�
���>��� �� >� 
������ �� ��>�EE 
4
��4�
��
��� z. 

%���
�����$ 
���
$ ����
 4
�����, ��
 #������ nzw=  (��� 
n – 4
�
>������
� ���
� ����
) 4�
�	
��� 
�
���>���� �E�
�
 

����
�� ( ),12arg2
n
kz

n
k +π<<π  ��� ,1...,,1,0 −= nk  4�
��
��� z  

�� 4
���E 4�
��
��� w, ��������E 4
 4
�
>������
� ����� ���-
��	������
� 
��. '
 ���� H�� ����
�� 4������	��E� �
�
� 
������ 

��
�����
��� ����
� #������. F������� #������ n wz =  – $�
�
-
������, � �
��� 0=w  � ∞=w  �	��E��� �
���$� �� ��	��	�����. 

 
4. (����+� >'�$������+� ?<��-�� ��$�'��(��) ����$����) 

 

1. 0!
��
-!���
������& %��	��& 
m

mm
n

nn

bzbzb
azazaw

+++
+++= −

−

...

...
1

10

1
10 .  

A �����
���, ����
�����
� #������� �	������ $�
�
���� 
n

nn azazaw +++= − ...1
10 . 
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2. �
	���������& %��	��& ze  
4���������� ��� ��$$� ���
-
�E��
 ��
��D��
�� 	
 	��� �
$4�����
� 4�
��
��� ���4���
�
 ��-

�� ...
!

...
!2

1
2

+++++=
n
zzze

n
z  . 

�
���������� #������ ze  
������� �����ED�$� �	
���	�$�: 
�) 2121 zzzz eee ⋅=+ , ��� 1z  � 2z  – �E��� �
$4������� 	���-

����; 
�) zikz ee =π+ 2  ( )...,2,1,0 ±±=k , �
 ���� ze  �	������ 4���
-

������
� #������� � 4���
�
$ 2πi. 
3. 4!�$
�
���!����	�� %��	��� zsin  � zcos  
4������E��� 

���4����$� ����$� ( ) ( ) ...
!12

1...
!3

sin
123
+

+
−++−=

+

n
zzzz

n
n ; 

( ) ( ) ...
!

...
!!

cos +−+−+−=
n

zzzz
n

n

2
1

42
1

242
, ���
�E��
 ��
��D�$��� 4�� 

�E�
$ �
$4�����
$ ������� z. ������� zsin  � zcos  – 4���
��-
������  
(� �����	�������$ 4���
�
$ 2π) � �$�E� �
���
 �����	�������� 

���� π= kz  � π+π= kz
2

 �

�	����	���
, ��� ...,2,1,0 ±±=k  . 

��� #������ zzez cos,sin,  �$�E� $���
 #
�$��� J����� 

zizeiz sincos +=  � zize iz sincos −=− , 
����� 
2

cos
iziz eez

−+= ,  

i
eez

iziz

2

−−=sin . 

������� ztg  � zctg  
4������E��� ��	����	�$� 
z
zz

cos
sintg = , 

z
zz

sin
cosctg = . 

��� ����
�
$���������� #������ 
���E��� 	 ���� 	�� #
�$�-
�� ����
�
$�����. 

4. ����!�
�����	�� %��	��� zzzz cth,th,ch,sh  
4������E��� 

��	����	�$� 
2

sh
zz zez

−−= , 
2

ch
zz eez

−+= , 
z
zz

ch
shth = , 

z
zz

sh
chcth = . 
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'���
�
$���������� � ��4���
�������� #������ �	���� 
$�>�� �
�
� �����ED�$� �

��
?����$�: iziz shsin −= ; 

zz chcos = ; iziz thtg −= ; iziz cthctg = ; iziz sinsh −= ; izz cosch = ; 
iziz tgth −= ; iziz ctgcth = . 

5. 5
$�!�%�����	�& %��	��& zLn , ��� 0≠z , 
4���������� ��� 
#������, 
������� 4
��������
�, 4����$ 

ikzizzizz π++=+= 2arglnArglnLn  ( )...,2,1,0 ±±=k . 
J�� #������ �	������ $�
�
����
�. )��	��$ �������$ zLn  

���	����� �
 �������, �
�
�
� 4
�������� 4�� 0=k ; 
�
 
�
��-
������ zln : zizz arglnln == . 

F��	���
, ��
 ikzz π+= 2lnLn , ...,2,1,0 ±±=k  . 
�4��	����	� �����ED�� �

��
?����: 

( ) 2121 LnLnLn zzzz += ; 

21
2

1 LnLnLn zz
z
z −=��
�

�
		



�
. 

6. 6�!����� �!�$
�
���!����	�� %��	��� ,sinArc z  
,cosArc z  ,Arctg z  zArcctg  
4������E��� ��� #������, 
�������, 

�

�	����	���
, � #������$ wwww ctg,tg,cos,sin . 
/�4��$��, ���� wz sin= , �
 w ���	����� ��������
$ ����� z 

� 
�
�������� zw sinArc= . 
A�� H�� #������ $�
�
������ � 	���>�E��� ���� �����E-

D�� �
����#$������� #������: 
( )21LnsinArc ziziz −+−= ; 

( )1LncosArc 2 −+−= zziz ; 

iz
iziz

−
+−=

1
1Ln

2
Arctg ; 

iz
iziz

−
+−= Ln

2
Arccctg . 

)��	��� ������� 
������� ����
�
$���������� #������ 
arcsin z, arccos z, arctg z, arcctg z 4
����E���, ���� ����� ���	��� 
������� �

�	����	�ED�� �
����#$������� #������. 

������ 
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7. 6�+�& ��������& %��	��& azw= , ��� β+α= ia  – �E�
� 
�
$4�����
� ����
, 
4���������� ��	����	
$ zaa ez Ln= . J�� #���-
���, 	

�D� �
	
��, $�
�
������; �� ���	�
� ������� ��	�
 

zaa ez ln= . 
8. 6�+�& �
	���������& %��	��& zaw=  ( 0≠a  – �E�
� �
$-

4�����
� ����
) 
4���������� ��	����	
$ azz ea Ln= . )��	�
� ��-
����� H�
� $�
�
����
� #������ azz ea ln= . 

 
 

��$� 4. &�

��������!��� 
������  
��������� ��������� 

 
1. ���*�'����. �('���� ��:�–��$��� 

 
�
 ��� 4
� ��
��� #������ �
$4�����
� 4���$���
� ���
�-

���� 	 4
��
� ����
��� � ��
���� #������ �����	������
� 4���-
$���
�. F����
 4
����� ��##���������$
� #������ �
$4�����
� 
4���$���
�, 		�����
� 4
 ����
��� � �

�	����	�ED�$ 4
�����$ 
��
��� #������ �����	������
� 4���$���
�, 4��	
��� � ��D�-
��	����$ �������$. 

����$ 
4��������� 4�
�	
��
� #������ �
$4�����
� 4���-
$���
�. ����� 	 
������ J �
$4�����
� 4�
��
��� z ����� #���-
��� ( )zf . 3��� ��& �
�	� Jz ∈0 ��+������ �!� 0→Δz  �!���� 
(�!������
� ��������) !���
���
$
 
��
1���& 
( ) ( ),00

z
zfzzf

Δ
−Δ+ �
 *�
� �!���� ��������& �!
��
��
� %��	-

��� ( )zf  �
 	
����	��
� ��!�����
� z  �
�	� 0z  � 
�
��������& 

( ),0zf ′ �
 ���� ( ) ( ) ( )
z

zfzzf
zf

z Δ
−Δ+

=′
→Δ

00
00 lim . ������� ( )zf   

	 H�
$ ������ ���	����� ��%%�!����!���
� 	 �
��� 0z . �
�����-
��$ �D� ��, ��
 ���� ��D���	��� �������� 4�����, �
 
� �� �	�-
��� 
� �4
�
�� ����$����� zΔ  � ���E, �
 ���� 
� �4
�
�� 4�����-
>���� �
��� zz Δ+0  � �
��� 0z . '���
	���� ��##���������$
��� 
#������ �
$4�����
� 4���$���
� 	 �
��� 0z  �������	��� 	���$� 
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	�>��� ���
	�� �� 4
	������ �����	������
� � $��$
� ������ 
H�
� #������ 	 
������
��� �
��� ( )00 , yx . J�� ���
	��, �	������ 
4
� ��	����$ ���
�� �
1�–������, $
��� ���� �#
�$����
	��� 
	 	��� �����ED�� ��
��$. 

������� 1.3. 3��� %��	��& ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=  ��%%�!��-
��!����  �
�	� 000 iyxz += , �
  �
�	� ( )00 , yx  ��+������ 
������� �!
��
���� %��	��� ( )yxu ,  � ( )yxv ,  �
 ��!������� x, y, 

�!���� ����� ����
 �

��
1���& ( ) ( )
y

yxv
x

yxu
∂

∂=
∂

∂ 0000 ,, , 

( ) ( ).,, 0000

x
yxv

y
yxu

∂
∂−=

∂
∂  J�� �

��
?���� 
����
 ���	�E� �

�-

�
?����$� !
?�–��$���. 
0
	���������
. �
 ���
	�E ��
��$� ��D���	��� 4����� 

( ) ( ) ( )
z

zfzzf
zf

z Δ
−Δ+

=′
→Δ

00
00 lim , �� �	���D�� 
� �4
�
�� ����$��-

��� zΔ  � ���E. �
�
>�$ xz Δ=Δ  � ����$
���$ 	���>���� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

,,
lim

,,
lim 0000

0
0000

00 x
yxvyxxv

i
x

yxuyxxu
zf

xx Δ
−Δ+

+
Δ

−Δ+
=′

→Δ→Δ
 

9 ��D���	
	���� 4������ �
$4�����
�
 	���>���� ������� ��D�-
��	
	���� 4�����
	 ��
 �����	������
� � $��$
� ������. �
H�
$� 
	 �
��� 00 , yx  ��D���	�E� ������� 4�
�	
���� 4
 x #������ 
( )yxu ,  � ( )yxv , , � ���>� �$��� $���
 #
�$��� 
( ) ( ) ( ).,, 00000 yxviyxuzf xx ′+′=′ �
����� ,yiz Δ=Δ ���
��$ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).,,

,,lim,,lim

0000

0000

0

0000

00

yxvyxui
y

yxvyyxv
y

yxuyyxuizf

yy

yy

′+′−=

=
Δ

−Δ++
Δ

−Δ+−=′
→Δ→Δ  

���	��	�� �	� 4
������� #
�$���, ���>���$�� 	 �4��	����-
	
��� ���
���� �

��
?����. 

������� 1.4. 3���  �
�	� ( )00 , yx  %��	��� ( )yxu ,  � ( )yxv ,  
��%%�!����!����, � �( ������� �!
��
���� �&���� �

��
1�-
��&�� �
1�–������, �
 %��	��& ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=  &�&���& 
��%%�!����!���
� %��	���� 	
����	��
� ��!�����
� z  �
�	� 

000 iyxz += . 

������ 
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0
	���������
. �
�����
 
4��������E ��##���������$
-
���, 4����D���� #������ ( )yxu ,  � ( )yxv ,  	 
������
��� �
��� 
( )00 , yx  $
��� ���� �4����� 	 	��� 

( ) ( )
( ) ( ) ( );,,,

,,

0000

0000

yxyyxuxyxu
yxuyyxxu

yx ξ+Δ′+Δ′=
=−Δ+Δ+

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ),,,,

,,

0000

0000

yxyyxvxyxv
yxvyyxxv

yx η+Δ′+Δ′=
=−Δ+Δ+

 

��� #������ ( )yx,ξ  � ( )yx,η  ����$���� � ���E 4�� 00 , yyxx →→  

�������, ��$ xΔ  � yΔ , ��� ��� ( ) ,0,lim
0

=
Δ

ξ
→Δ z

yx
z

 ( ) ,0,lim
0

=
Δ

η
→Δ z

yx
z

 

( ) ( )22 yxz Δ+Δ=Δ . �
���	�$ ��4��� ���
���
� 
��
?���� 
( ) ( )

,00

z
zfzzf

Δ
−Δ+

 ��� ,yixz Δ+Δ=Δ  �, ��4
���� �4������� ��-

��� 4����D���� #������, 4��
�����$ ��
 � 	��� 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,,���,,,

,,,,

0000

0000
00

yxiyxz
z
zyxviyxu

yix
yxiyxyxv

yix
yixyxu

z
zfzzf

xx

xx

η+ξ=ζ
Δ
ζ+′+′=

=
Δ+Δ
η+ξ+′+

Δ+Δ
Δ+Δ′=

Δ
−Δ+

 

P�$���$, ��
 4�� ����$����� zΔ  � ���E 4
������� ������$
� 
H�
� #
�$��� ����$���� � ���E, � 4��	�� 
���E��� ���$����$�. 

�
H�
$� ��D���	��� 4����� 
( ) ( ) ( ),lim 0

00
0

zf
z

zfzzf
z

′=
Δ

−Δ+
→Δ

��
  

� �
���	��� ��##���������$
��� #������ ( )zf  	 �
��� 0z . 
3��� %��	��& ( )zf  ��%%�!����!���� 
 ��( �
�	�( ��	
�
-

!
� 
������ J, � �� �!
��
���& ���!�!���  *�
� 
������, �
 
%��	��& ( )zf  ��������& ����������	
� %��	����  
������ J 1. 

!�� �	����
, ��4����	�
��� ������� 4�
�	
���� �	������ 
�
����
���$ ���
	��$ ��D���	
	���� 4��	
�
 ��##��������� 
(��##���������$
���) #������ $�
��� 4���$�����. �
H�
$� � 
��
��$ 1.3 � 1.4 �������, ��
 ��
�(
����� � �
����
���� ���
�-
                                                 

1 ���	�����
� ���� 
4��������� �����������
� #������ 
��������� 
� 
����
 4�����
�
 
	 ���������� �
4
���������$ ����
	����$ ��4����	�
��� 4�
�	
��
�. J�
 ������
 ��� 
����-
����� 4
�����ED�� �
���������	. !�
$� �
�
, �
��� 4
��
��
� ������
	���� 4
���	���, ��
 
$���$�������
� �
���>���� 4
����� �����������
� #������ 4�� H�
$ �� $�������. 
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�� ���������
��� %��	��� ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, +=   
������ J &-
�&���& ��+���
����  *�
� 
������ ���!�!���( ������( �!
-
��
���( %��	��� ( )yxu ,  � ( )yxv , , �&�����( �

��
1���&��  
�
1�–������. 

�
����� �����������
� #������ �	������ 
��
	��$ 4
����-
�$ ��
��� #������ �
$4�����
� 4���$���
� 	 ���� 
�
�
� �
��, 
�
�
��E ������ ����� ������������� #������ ��� 4�� ��?���� 
$�
�
��������� ����
 $���$��������� 4�
���$, ��� � 4�� �����-
��� 4���
>����� #������ �
$4�����
� 4���$���
� 	 �$�>��� 

������� ������	
�����. 

�

��
?���� !
?�–��$��� ����
 ��4
���E��� 4�� ������
-
	���� �������� �	
���	 ������������� #������. ��� H�
$ ��	��-

��	� 
( ) ( )

y
yxv

x
yxu

∂
∂

=
∂

∂ 0000 ,,
, 

( ) ( )
x

yxv
y

yxu
∂

∂
−=

∂
∂ 0000 ,,

 �� �	��E��� 

������	���
 	
$
>�
� #
�$
� �

��
?���� !
?�–��$���. !�� 
$
>�
 ��������� ��$
��
������
, �����	�������� � $��$�� ����� 
�����������
� #������ ( ) ( ) ( )ϕρ+ϕρ= ,, ivuzf  �
$4�����
� 4���-

$���
� ϕρ= iez  �	���� �

��
?����$� ,1
ϕ∂
∂⋅

ρ
=

ρ∂
∂ vu ,1

ρ∂
∂−=

ϕ∂
∂⋅

ρ
vu  

��� ρ � ϕ – 4
������ �

������� �
��� (x, y). %���
�����$ 
���-

$ ����
 �����
	���, ��
 $
���� � ����$��� �����������
� #���-

��� ( ) ( ) ( )yxieyxRzf ,, Φ=  �	���� �

��
?����$� ,
y

R
x
R

∂
Φ∂=

∂
∂  

.
x

R
y
R

∂
Φ∂−=

∂
∂  

F�$���$ ���>�, ��
 ���
���� �

��
?���� !
?�–��$��� 
( ) ( )

y
yxv

x
yxu

∂
∂=

∂
∂ 0000 ,, , ( ) ( )

x
yxv

y
yxu

∂
∂−=

∂
∂ 0000 ,,  4
	
��E� 4
������ 

�������� 	���>���� ��� 4�
�	
��
� #������ �
$4�����
� 4�-
��$���
� 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ).,,

,,,,,,
yxuiyxv

yxuiyxuyxviyxvyxviyxuzf

yy

yxxyxx

′−′=
=′−′=′+′=′+′=′

 

��� H�
$ ��>��� �� 4�
�	
���� ( )zf ′  	���>����� ���� 
������� 4�
�	
���� #������ ( )yxu ,  � ( )yxv , . 
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2. ���)(��� ���'�����(��/ ?<��-�) 
 

F4��������� 4�
�	
��
� ( ) ( ) ( )
z

zfzzf
zf

z Δ
−Δ+

=′
→Δ

00
00 lim  4
-

	
���� 4�������� �� ������������� #������ �
$4�����
� 4���-
$���
� ��� �	
���	 ��##���������$�� #������ �����	������
� 
4���$���
�. 

1. G��� ( )zf1  � 2f  – ������������� #������ 	 
������ J, �
 �� 
��$$� � 4�
�	������ ���>� �	��E��� ������������$� #������$� 

	 
������ J, � #������ ( ) ( )
( )zf
zfz

2

1=ϕ  �	������ �����������
� #���-

���� 	�E��, ��� ( ) .02 ≠zf  
2. G��� ( )zfw=  �	������ �����������
� #������� 	 
������ J 

4�
��
��� �
$4�����
� 4���$���
� z, 4����$ 	 
������ �� ����-
��� G �� 4�
��
��� w 
4�������� ������������� #������ 

( ),wϕ=ζ �
 #������ ( ) ( )( )zfzF ϕ=  �	������ �����������
� #���-
���� �
$4�����
� 4���$���
� z 	 
������ J. 

3. G��� 	 
������ J 
4�������� ������������� #������ 
( ),zf 4����$ ( ) ,0≠′ zf �
 	 
������ G ������� #������ ( )zf  


4�������� 
������� #������ ( ),wz ϕ= �	��ED���� �����������
� 
#������� w. ��� H�
$, ���� ( )00 zfw = , �
 �$��� $���
 �

��
?�-

��� ( ) ( ).
1

0w
zf

ϕ′
=′  

0
	���������
. ��� ��D���	
	���� 
�����
� #������ ��
�-
�
��$
, ��
�� ���	����� ( )yxuu ,=  � ( )yxvv ,=  $
>�
 ���
 ��-
��?��� 
��
�������
 x, y 	 
������ J. ��� H�
�
 �
����
��
, ��
�� 

	�4
����
�� ���
	�� .0≠′′−′′=′′
′′

xyyx
yx

yx vuvu
vv
uu

 

A ���� �

��
?���� !
?�–��$��� H�
 ���
	�� $
>�
 4���-
4����� 	 	��� .022 ≠′+′ xx vu A ���� ���
	�� ( ) 0≠′ zf  H�
 	�4
���-
����. '�$ ��$�$ ��D���	
	���� 
�����
� #������ ( )wz ϕ=  �
���-

�
. �
���	�	 ���
���
� 
��
?���� ,1

z
ww

z

Δ
Δ

=
Δ
Δ ����
 �
����� ��-
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D���	
	���� � ��4����	�
��� 4�
�	
��
� ( )0wϕ′  4�� ���
	�� 
( ) .00 ≠′ zf  

4. ����� 	 
������ J 4�
��
��� x, y ����� #������ ( ),, yxu  
�	��ED���� �����	������
� �����E �����������
� #������ 
( ).zf '
��� $��$�� ����� H�
� #������ 
4���������� � �
��
���E 

�
 ������	�
� 4
��
���
�. �����	������
, 	 ���� ���
	�� !
?�–
��$���, 4
 �����
� #������ ( )yxu , 
��
����
 
4���������� 
4
���� ��##�������� ���	����
� #������ ( ):, yxv  

,dyudxudyvdxvdv xyyx ′+′−=′+′=  ��
 � �
���	��� 	�������
� 
��	��>�����. 

5. ����� #������ ( )zf  �	������ �����������
� 	 
������ J. 
����$
���$ 	 �

�	����	�ED�� 
������ 4�
��
��� x, y ��$����	� 
���	�� ( ) Cyxu =, � ( ) ,, Cyxv = 4������	��ED�� �
�
� ����� ��
	-
��� �����	������
� � $��$
� ������ #������ ( )zf . � 4
$
D�E 
�

��
?���� !
?�–��$��� ����
 4
�����, ��
 	
 	��� �
���� 
����
� 
������ .0gradgrad =′′+′′−=′′+′′=⋅ xyyxyyxx uuuuvuvuvu  '�� 
��� �������� 
��
�
����� ����� ��
	��, ��$����	� ���	�� 
( ) Cyxu =,  � ( ) Cyxv =,  	��$�
 
��
�
������. 

 
3. ���$������(��) ($+(' ����0��*��) ?<��-�� ��$�'��(��) 

����$����) 
 

����� ( )zf  �	������ �����������
� #������� 	 ���
�
�
� 
�-
����� J. A�����$ ����E-���
 �
��� Jz ∈0  � 4�
	���$ ���� ��� 
4�
�	
����E ���	�E ,1γ �����
$ ��>�D�E 	 J. (P���� � �����, 
���� H�
 �� 
�
	
���
 
�
�
, 4
� 4�
�	
���
� ���	
� $� 4
��$�-
�$ ������E ���	�E.) ������� ( )zf  4�
�	
��� 
�
���>���� 
���-
��� J �
$4�����
� 4�
��
��� z �� ���
�
��E 
������ G �
$4����-
�
� 4�
��
��� w. ����� �
��� 0z  4����
��� 	 �
��� ,0w � ���	�� 

1γ – 	 4�
�
��D�E ���� 0w  ���	�E 1)  (���. 5, 6). �
 ���
	�E ��-
D���	��� 4�
�	
���� ( )zf ′  #������ ( )zfw =  	 �
��� 0w . ����4
-
�
>�$, ��
 ( ) ,00 ≠′ zf � 4������	�$ �
$4�����
� ����
 ( )0zf ′   

������ 
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	 4
��������
� #
�$�: ( ) .lim
00

α

→Δ
=

Δ
Δ=′ i

z
ke

z
wzf  ���
	�� 

( ) 00 ≠′ zf ��
��
��$
 ��� 	
$
>�
��� ���
�
 4������	�����. 
 

 
���. 5 

 
���. 6 

 
A�����$ ���
� �4
�
� ����$����� zΔ  � ���E, 4�� �
�
�
$ 

�
��� zzz Δ+= 0  ��>�� �� ���	
� .1γ F��	���
, ��
 �

�	����	�E-
D�� �$ �
��� www Δ+= 0  ��>�� �� ���	
� .1Γ !
$4������� ����� 

zΔ  � wΔ  �
���>�E��� 	���
��$� ����D�� � ���	�$ 1γ � 1Γ �

�-
	����	���
. P�$���$, ��
 zΔarg  � wΔarg  �$�E� ��
$���������� 
�$��� ���
	 �

�	����	�ED�� 	���
�
	 � 4
�
>�������$� 
��4��	�����$� 
��� x � u, � zΔ  � wΔ  4������	��E� �
�
� ����� 
H��� 	���
�
	. ��� 0→z  	���
�� ����D�� 4����
��� 	 	���
�� ��-
��������� � �

�	����	�ED�$ ���	�$. 9 #
�$��� 

( ) α

→Δ
=

Δ
Δ=′ i

z
ke

z
wzf

00 lim  �������, ��
 ( ) arglimarg
00 −Δ=′=α

→Δ
wzf

z
 

,arglim 110
ϕ−Φ=Δ−

→Δ
z

z
 �
 ���� ����$��� α 4�
�	
��
� �$��� ��
-

$���������� �$��� ���
��� ���� 1Φ  	���
�� ���������
� � ���	
� 1Γ  
	 �
��� 0w  � 
��E u � ���� 1ϕ  	���
�� ���������
� � ���	
� 1γ   
	 �
��� 0z  � 
��E x (�$. ���. 5, 6). '�� ��� 4�
�	
���� ( )0zf ′  �� 
�	���� 
� �4
�
�� 4�������
�
 4����
��, �
 H�� ���
��� ����� �
� 
>� � ��� �E�
� ����
� ���	
�, 4�
�
��D�� ���� �
��� 0z , �
�� 
������� ��$�� ���
	 1Φ  � 1ϕ  $
��� �$�������. F��E�� �������, 
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��
 4�� 
�
���>����, 
��D���	���$
$ �����������
� #������� 
( )zf , ��
	���	
��ED�� ���
	�E ( ) 00 ≠′ zf , ��
� 12 ϕ−ϕ=ϕ  $�>�� 

�E��$� ���	�$� 2γ  � 1γ , 4�������ED�$��� 	 �
��� 0z , ��	�� ���� 
12 Φ−Φ=Φ  $�>�� �� 
����$�, �
 ���� ���	�$� 2Γ  � 1Γ , 4�����-

��ED�$��� 	 �
��� ( ).00 zfw = P�$���$, ��
 4�� H�
$ �
��������� 
�� �
���
 ���
�E���� 	������� ���
	 $�>�� ���	�$� 2γ  � 1γ  � �� 

����$�, �
 � ��4��	����� ���
	. J�
 �	
���	
 ����
�
 
�
���>�-
��� �
��� ��	���� �
���� �
(!�����& �$�
. 

%���
����
 � ( ) α

→Δ
=

Δ
Δ=′ i

z
ke

z
wzf

00 lim  4
����$ ( )0zfk =′=  

.lim
0 z

w
z Δ

Δ
=

→Δ
 '
 ���� � �
��
���E �
 	������ �
��� 	��
�
�
 4
���-

�� $��
��� �$��� $���
 ��	����	
 .zkw Δ=Δ P�$���$, ��
 � H�
 
�

��
?���� �� �	���� 
� 	��
�� ���	
� .1γ  )�
$���������� 
�$��� H�
�
 �

��
?���� �
��
�� 	 �
$, ��
 4�� 
�
���>����, 

��D���	���$
$ �����������
� #�������, ��
	���	
��ED�� ���
-
	�E ( ) 00 ≠′ zf , ����
����
 $���� �������� H��$���� 4��
����-
E��� 4
�
���$ 
���
$, 4����$ ( )0zf ′  
4�������� �
H##������ 
4��
���
	���� 4
�
���. J�
 �	
���	
 ����
�
 
�
���>���� �
��� 
��	���� �
���� �
��
&���� !���&'���&. 

6�
�!�'���� 
	!����
��� �
�	� 0z  �� 
	!����
��� �
�	� 
0w , 
��+����&��
� ����������	
� %��	���� ( )zfw =  � 
�����-

�+��  �
�	� 0z  �
���
� �
(!�����& �$�
 � �
��
&���
� 
!���&'����, ��������& 	
�%
!���� 
�
�!�'�����. ��� �
�-
#
�$�
$ 
�
���>���� 
������
��� �
��� 0z  �� 
������
��� �
��� 

0w  ����
����
 $���� �����
������ � 	��?��
� 	 �
��� 0z  4��
�-
���E��� 	 4
�
���� �$ ����
����
 $���� �����
������ � 	��?�-
�
� 	 �
��� 0w . 

 
4. ���$��+ 

 
F�$���$, ��
, ��� ����
 4�
	�����, 		������� ����� �������� 

#������ � #������ 2zw=  �	��E��� ������������$� #������$� �� 

������ 
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	��� �
$4�����
� 4�
��
���; #������ 
z

w 1=  �	������ ���������-

��
� 	�E��, � ����E�����$ �
��� .0=z  '�� ��� 
4��������� 4�
-

�	
��
� ( ) ( ) ( )
z

zfzzfzf
z Δ

−Δ+=
→Δ

00
00 lim  ����
����
 
4��������E 

4�
�	
��
� #������ 
��
� �����	������
� 4���$���
�, �
 ��� 
4�
�	
���� ������ #������ �
$4�����
� 4���$���
� �$�E� $�-
��
 �����ED�� 	���>����: 

( ) ( ) .11,2, 2
2

zz
zzabaz −=

′
�
�
�

	


�=

′
=′+  

����$
���$ #�����E �
$4�����
� 4���$���
� ze , ?��
�
 
4��$���ED�E�� 	 4���
>�����. F4������$ H�� #�����E, ���	 
�����������
� 	���>���� �� �����	������
� � $��$
� ������: 

( ) ( ) .sin,,cos, yeyxvyeyxu xx ==  
/� �����	������
� 
�� H�� #������ �
	4����� � �����	�����-

�
� #������� xe  �����	������
�
 ����$���� x �, ��� ����� 4
���-
�
 �����, 	 �
$4�����
� 
������ �
������� 
��
	��� �	
���	� H��-
4
�����. �
H�
$� ��� ��� ������	���
 �
������� 
�
������� 

( ) .sincos iyxxz eeyiyee ⋅=+=  
�
��>�$, ��
 ze  �	������ �����������
� #������� �� 	��� 

�
$4�����
� 4�
��
��� z. ��� H�
�
 4�
	���$ 	�4
������ ���
	�� 
!
?�–��$��� 

,cos
y
vye

x
u x

∂
∂==

∂
∂  

x
vye

y
u x

∂
∂−=−=

∂
∂ sin  

� �$���$, ��
 	�� 4�
�	
���� 	 H��� ��	����	�� ��4����	�� 4
 
�
	
��4�
��� ����$���
	 �� 	��� 4�
��
��� x, y. ��
	
�� 	������-
��� 4�
�	
��
� ze 4
 #
�$���$ 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ),,,,,

,,,,
yxuiyxvyxuiyxu
yxviyxvyxviyxuzf

yyyx

xyxx

′−′=′−′=
=′+′=′+′=′

 

4
�����$ ( ) ( ) .sincos zx
xx

z eyiyeviue =+=′+′=
′

 

%���
����
 ( ) ,zz ee αα α=
′

��� α – 4�
�	
����� �
$4������� 
4
��
�����. 
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����$
���$ �D� �	� #������ ( )zf1  � ( )zf2 , 
4����������  

� 4
$
D�E �

��
?���� ( ) ( ) ( ) ( ) .
2
1,

2
1

21
iziziziz ee

i
zfeezf −− −=+=  

!�� ����
 	�����, ��� �����	�������� ������� �
$4�����
� 
4���$���
� xz =  H�� #������ �
	4���E� � xcos  � xsin , 4
H�
$� 
��� ��� ������	���
 �
������� 4��>��� 
�
�������. �
>� $� 
����$ �	
���	� H��� #������, � ������ ��?� 
�$���$, ��
 zcos   
� zsin , ��� ��
>��� #������ 
� �����������
� #������, ���>� �	-
��E��� ������������$� �� 	��� �
$4�����
� 4�
��
���. /�4
����-
��	���
� 4�
	���
� ����
 ���������, ��
 ( ) .sincos zz −=′  �����	�-

�����
, � 4
$
D�E #
�$��� ( ) zz ee αα α=
′

4
����$ 

( ) ( ) ( ).
2 21 zfeeizf iziz −=−=′ −  %���
����
 4��$
� 	��������� ���� 

( ) ( ) ,12
2

2
1 ≡+ zfzf ��� ��� �
�����
 4��	��� 	
	������ �
$4�����
-

�
 ����� 	 ����E ���4��� � #
�$��� 
( ) iyxxz eeyiyee ⋅=+= sincos 4
����$ ( ) .22 zz ee αα =  

 
 

��$� 5. ������!� � ��������� ��������� 
 

1. (����+� (��)(��� 
 

����� �� �
$4�����
� 4�
��
��� z ����� ���
��
-������� 
���	�� C. 9�4
���� 4���$��������
� 4������	����� ���	
� C, �-
����$ �

������� ξ, η ��>�
� �� �
��� ���	�����$� 

( ) ( ),, tt η=ηξ=ξ ��� ( )tξ  � ( )tη  – ���
��
-������� #������ �����	�-
�����
�
 4���$���� t, �$���ED��
�� 	 4������� β≤≤α t ; α � β 
$
���, �

�	����	���
, 4����$��� �������, ��
	���	
��ED�� 
���
	�E ( )( ) ( )( ) .022 ≠η′+ξ′ tt P������ �

������ ξ, η H�
� ���	
� C 
H�	�	������
 �����E �
$4�����
� #������ ( ) ( ) ( )titt η+ξ=ζ  ���-
��	������
� 4���$���
� t. 

����� 	 ��>�
� �
��� ζ ���	
� C 
4�������
 ������� #���-
��� ( ).ζf  A�>��$ 4
�����$ 	 ��
��� #������ �
$4�����
� 4���-

������ 
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$���
� �	������ 4
����� ��������� 
� #������ ( )ζf  4
 ���	
� C. 
J�
 4
����� 		
����� �����ED�$ 
���
$. ��
���$ ���	�E C �� 
n ��������� ��� �
���$� ������� ,...,,,, 210 nζζζζ  �

�	����	�E-
D�$� 	
�����ED�$ �������$ 4���$���� t ( ii tt >+1 ). F�
����$ 

1−ζ−ζ=ζΔ iii  � �
���	�$ ��$$� ( ) ( ) ,,
1

** �
=

ζΔζ=ζζ
n

i
iiii fS  ��� *

iζ  – 

4�
�	
����� �
��� i-� �������
� ����. 
3��� �!� 0max →ζΔ i  ��+������ �!���� �	������( ����, �� 

����&+�� �� 
� ��
�
�� !�������& 	!�
� C, �� 
� ��
!� �
��	 
*
iζ , �
 *�
� �!���� ��������& ����$!��
� 
� %��	��� ( )ζf  �
 

	!�
� C � 
�
��������& ( ) .ζζ� df
C

 

A
4�
� ��D���	
	���� ��������� �	
����� � 	
4�
�� 
 ��D�-
��	
	���� ���
�
��� ���	
�������� ��������
	 
� �����	�����-
�
� u � $��$
� v ������ #������ ( )zf . A ��$
$ ����, �4���	 
( ) ( ) ( ),***

iii PivPuf +=ζ ,iii i ηΔ=ξΔ=ζΔ ��� ( )**, iiiP ηξ  – �
��� ���	
� 
C �� 4�
��
��� x, y, $� $
>�$ 4������	��� 	���>���� 

( ) ( )�
=

ζΔζ=ζζ
n

i
iiii fS

1

**, 	 	��� 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )��
==

ξΔ+ηΔ+ηΔ−ξΔ=ζζ
n

i
iiii

n

i
iiiiii PvPuiPvPuS

1

**

1

** .*,  

�����	�������� � $��$�� ����� ( )*, iiS ξξ  4������	��E� �
�
� 
������������ ��$$� ���	
�������� ��������
	 	�
�
�
 �
�� 
� η−ξ
C

dvdu  � ξ+η� dvdu
C

 �

�	����	���
, 
����� � ������� 	����-

���
� ��	��>�����. P�$���$, ��
 ��� ��D���	
	���� �������� 
���	
�������� ��������
	, � ��$ ��$�$ � ��������� ( ) ζζ� df

C
 4
 

�
$4�����
� 4���$���
�, �
����
��
 ��?� ���
��
� ��4����	�
-
��� #������ u � v �����	�������� 4���$�����. J�
 
������, ��
 
�������� ( ) ζζ� df

C
 ��D���	��� � 	 ������ �������������
� #���-

��� ( )zf , ���� 
�� �	������ ���
��
-��4����	�
�. 
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9���, �������� ( ) ζζ� df
C

 4������	�$ 	 	��� ( ) �� −ξ=ζζ
CC

dudf  

� ξ+η+η−
C

dvduidv . J�
 �

��
?���� $
>�� ��$
 ���>��� 
4����-

�����$ ��������� 
� #������ ( )zf  4
 ���	
� C. 9 ���
 	������� 
��� �	
���	, �	��ED���� 
��	����$� ������	��$� �

�	����	�E-
D�� �	
���	 ���	
�������� ��������
	: 

1) ( ) ( )�� ζζ−=ζζ
BAAB

dfdf ; 

2) ( ) ( ) ( ) ζζ=ζζ+ζζ ���
+

dfdfdf
CCCC 2121

; 

3) ���� a – �
$4������� 4
��
�����, �
 ( ) ( ) ζζ=ζζ� � dfadfa
C C

; 

4) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ζζ+ζζ=ζζ+ζ � �� dfdfdff
C CC

2121 ; 

5) ( ) ( ) ,dsfdf
CC
�� ζ≤ζζ  ��� ds – ��##�������� ����� ���� 

���	
� C, � ��������, ��
�D�� �4��	�, – ���	
�������� �������� 
4��	
�
 �
��. �����	������
, 	 ���� ����	����	� �����
������ 
�$��$: 

( ) ( )

( ) ( ) ;*lim

*lim

10max

10max

dsff

fdf

C
i

n

i
i

n

i
ii

�

i

i

��

��

ζ=ζΔ⋅ζ≤

≤ζΔζ=ζζ

=→ζΔ

=→ζΔ

 

���� ( ) Mf
C

=ζ
∈ζ

max  � L – ����� ���� ���	
� C, �
 ( ) ;LMdf
C

⋅≤ζζ�  

6) �$��� $���
 �����ED�� #
�$��� �$��� 4���$���
� ����-
����
	����: ( ) ( )( ) ( ) ,ζζϕ′ζϕ= ��

Γ

dfdzzf
C

��� ( )ζϕ=z  – ���������-

���� #������ ζ, ������	��	�ED�� 	��$�
 
��
����
� �

�	��-

��	�� $�>�� ���	�$� C � ). A �����
���, ( ) ( )( ) ( )� �
β

α

′=
�

dttztzfdzzf ,  

��� ( )tzz =  ���� 4���$��������
� ������ ���	
� C, � ( )αz  � ( )βz  – 
��������� � �
������ �
��� H�
� ���	
�. 

������ 
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�	���. ����$
���$ ��D���	����� ��� �������?��
 4��$�� 
	��������� ��������� 4
 �
$4�����
� 4���$���
�: �����$ ����-

���� ,
0

�
ρ

−ζ
ζ=

C z
dI ��� ���	�� ρC  4������	���� �
�
� 
���>�
��� ��-

����� ρ � �����
$ 	 �
��� 0z , 
��
��$�E 4�
��	 ���
	
� �������. 
A
�4
��
	�	?��� 4���$��������
� #
�$
� ������ ���	
� ρC  

( ),200 π≤ϕ≤ρ+= ϕiezz  4
����$ ��
ππ

ϕ

ϕ
π=ϕ=

ρ
ϕρ=

2

0

2

0
.2 idi

e
deiI i

i
 F��E-

�� �������, ��
 �������� �
ρ

−ζ
ζ=

C z
dI

0
 �� �	���� �� 
� ρ, �� 
� 0z . 

A �������?�$ $� ����$ ����$����	��� ��������� 
� #���-
���, ������������� 	 ���
�
�
� 
���������
� 
������, 4����$ ��� 
	 
��
	�
$ ����� �������
	��� �
� ������, �
��� �������� 
������ 
�	������ ���
��
-������� �$������ ���	��, �� �$�ED�� ��$
4���-
�������. ���
��
-$���	�� ���	����� 	!���, �� ����+�� �
��	 
���
��!�������&, ����� ������� ���	����� 	
���!
�. G��� 
#������ ( ) ( )β≤≤α ttz  ����� 4���$��������� �$������ �
����, 
�
 
�� ��
	���	
���� ���
	�E ( ) ( )ki tztz ≠  4�� ki tt ≠ , � ����E��-
���$ ������ ., β=α= ki tt  9������� ( ) ζζ� df

C
 4
 �$����
$� �
���-

�� ����
 ���	�E� 	
���!��� ����$!��
�. 
 

2. �����$� ��:� 
 

�
��
���� ������� �
�����
�
 ��������� �	���� 
� ��4��	-
����� ��������
	����, ���
	�$�� 	 ������	� �
�
'������
$
 
���!�����& 
�(
�� �
����� 4����$��� ��4��	�����, 4�� �
�
�
$ 
	��������� 
������, 
����������� �����$ �$�����$ �
����
$, 

������� ���� 
� ��4��	����� �	�>����. 9�������
	���� 	 4
�
-
>������
$ ��4��	����� ����$ 
�
������ ��$	
�
$ ( )dzzf

C
�
+

 ��� 

4�
��
 ( )�
C

dzzf , ��������
	���� 	 
����������
$ ��4��	����� – 

��$	
�
$ ( )dzzf
C
�
−

. 
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�	
���	� ��������
	 4
 �$����
$� �
����� 
� #������, ���-
���������� 	����� 
������, 
���������
� �����$ �
����
$, 	
 
$�
�
$ 
4������E��� �	
���	�$� ���	
�������� ��������
	 	�
-
�
�
 �
��. !�� �	����
, ��� ���	
�������� ��������
	 4
 �$���-
�
$� �
����� �4��	����	
 �����ED�� ��	��>�����: ���� %��	��� 
( )yxP ,  � ( )yxQ ,  ���!�!���  ���	���
� 
������ J , 
$!������-

�
� 	��
��
-$���	�� 	
���!
� C, � �( ������� �!
��
���� ��!
-

$
 �
!&�	� ���!�!���  J, �
 .dydx
y
P

x
QdyQdxP

C J
� �� �

�

�
	



�
∂
∂−

∂
∂=+  

�������$ ��4��� � �
���������	� 
��
	�
� ��
��$�. 
������� 1.5. ������� ���	. �����  
��
�&��
� 
������ J 

������ 
��
������& ����������	�& %��	��& ( )zf . 4
$�� ����$!�� 

� *�
� %��	��� ( )zf  �
 ���
�� ���	���
�� 	
���!� �, ����	
� 
��'�+���  
������ J, !��� ����. 

0
	���������
. �
�����
 #
�$��� 
( ) � �� ξ+η+η−ξ=ζζ

C CC
dvduidvdudf  

�$��$ ( ) � ��
Γ ΓΓ

++−=ζζ .dyvdxuidyvdxudf  

'�� ��� #������ ( )zf  – ������������� 	�E�� 	����� �
����� 
), �
 #������ ( )yxu ,  � ( )yxv ,  	 
������, 
���������
� H��$ �
���-
�
$, 
�����E� ��4����	��$� ������$� 4�
�	
���$� 4��	
�
 
4
�����. �
H�
$� � ���	
�������$ ���������$, ��
�D�$ 	 4��	
� 
����� 4
�������
 ��	����	�, $
>�
 4��$����� #
�$��� 

.dydx
y
P

x
QdyQdxP

C J
� �� �

�

�
	



�
∂
∂−

∂
∂=+  !�
$� �
�
, ������� 4�
�	
���� 

#������ ( )yxu ,  � ( )yxv ,  �	���� �

��
?����$� !
?�–��$���. 

�
H�
$� 0=�
�

�
	



�
∂
∂−

∂
∂−=−� ��

Γ

dydx
y
u

x
vdyvdxu

J
 � =+�

Γ

dyudxv  

,0=�
�

�
	



�
∂
∂−

∂
∂= �� dydx

y
v

x
u

J
��
 � �
���	��� ��
��$�. 

9���, ��
��$� !
?� ������	��	��� #��� ��	����	� ���E ����-
����� 
� �����������
� #������ 4
 �E�
$� �$����
$� �
�����, 
�����
$ ��>�D�$� 	 
��
�	��
� 
������ �� ���������
���. ��� 

������ 
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�
4
��������
$ ���
	�� ��4����	�
��� #������ 	 �$����
� 
�-
����� H�
 ��	��>����� �4��	����	
 � ��� �$����
�
 �
�����, �	-
��ED��
�� �������� 
������ ���������
���. �
������� ��	��>��-
��� #��������� �	������ ����
���
 	��
�$�����
� #
�$����
	-
�
� ��
��$� !
?�, �
 		��� 	�>�
��� ��� 4����������� 
4���
>���� $� 	�����$ ��
 	 
�������E ��
��$�. 

������� 1.6. �
���� ������	����� 
������ ���	. 3��� 
%��	��& ( )zf  &�&���& ����������	
� %��	����  
��
�&��
� 
�-
����� J, 
$!�������
� 	��
��
-$���	�� 	
���!
� C, � ���!�!��� 
 ���	���
� 
������ ,J  �
 ����$!�� 
� %��	��� ( )zf  �
 $!����� 
C 
������ J !��� ����: ( )� =ζζ

C
df .0  

'�
��$� !
?� ������	��	��� 
��
 � 
��
	��� �	
���	 ���-
��������
� #������ �
$4�����
� 4���$���
�. G� #����$������-
��� �
�� ����� ���� � �������?��
 ��
>����, � ������ $� 
���-
����$�� �����ED�$ �$������$: ��
��$� #
�$����
	����� ��� 

��
�	��
� 
������, 
����
 �� ����
 
�
�D��� � �� $�
�
�	���E 

������. A H�
$ ������ 4
���� ������� 
������ �
��
�� � ����
��-
��� �$������ �
����
	: 	��?���
 0C  � 	��������� –

....,,, 21 nCCC  �
�
'�������� ���!������� 
�(
�� �
��
� $!�-
���� $�
�
�	��
� 
������ ����$ ���	��� ���
� �	�>����, 4�� 
�
�
�
$ 
������ �� !��& 
������& ����. ��� H�
$ 	��?��� 
�
���� 
��
����� 	 4
�
>������
$, � 	��������� – 	 
���������-
�
$ ��4��	�����. 

������� 1.7. ����� ( )zf  &�&���& ����������	
� %��	����  
 ��
$
�&��
� 
������ J, 
$!�������
� ���� 	
���!
� 0C , � ��-
���!� 	
���!��� ,...,,, 21 nCCC  � ����� ( )zf  ���!�!���  ��-
�	���
� 
������ J . 4
$�� ( )� =ζζ

C
df ,0 $�� C – �
���& $!����� 


������ J, �
��
&+�& �� 	
���!
 ,...,,, 21 nCCC  �!���� 
�(
� 
$!����� C �!
��(
���  �
�
'������
� ���!������. 

0
	���������
. ��
	���$ ������� ���	�� ,...,,, 21 nγγγ  �
-
�����ED�� �
���� 0C  � �
�����$� nCCC ...,,, 21  (���. 7). '
��� 
�-
�����, 
����������� ���	�$� nCCC ...,,, 21  � ���	�$� ,...,,, 21 nγγγ  
4�
�
��$�$�  	 4�
��	
4
�
>��� ��4��	������, 
���	����� 
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���. 7 


��
�	��
�. !�� �������
 ���-
������, ���	�� nγγγ ...,,, 21  
$
>�
 	������ ���, ��
�� 
�� 
�� 4�����������, �
 ���� $� 4
-
����$ �����	������
 
��
�	�-
��E 
������. A ���� ��
��$� 1.6 
�������� 4
 ������� H�
� 
���-
��� ��	�� ���E. /
 ��������� 
4
 	�4
$
��������$ ���	�$ 

nγγγ ...,,, 21   4�
�
����� �	�>��
	 4�
��	
4
�
>��� ��4��	������ � 4�� ��$$��
	���� ��������
	 
��������E���. �
H�
$� �$��� $���
 ��	����	
 ( )

0

+ζζ�
+

df
C

 

( ) ( ) ,0...
1

=ζζ++ζζ+ ��
−−

dfdf
nCC

��� 	������ ������� � iC  ����	�E� 

��4��	����� 
��
��. 
 

3. ������*�'���+) ����4��' 
 

A�>��$ ������	��$ ��
��$� !
?� �	������ �����ED�� 4
-
�
>����. ����� #������ ( )zf  �	������ �����������
� #�������  
	 
��
�	��
� 
������ J. ��������$ 	 H�
� 
������ ���
�
��E 

�
��� 0z  � 
�
����$ ���� ( )� ζζ
z

z
df

0

 �������� 4
 ���
�-���
 ���-

	
�, �����
$ ��>�D�� 	 J � �
�����ED�� �
��� z � 0z . A ���� ��
-
��$� !
?� H�
� �������� �� �	���� 
� 	��
�� ���	
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� #������� z: 

( ) ( ).
0

zdf
z

z
Φ=ζζ�  

������� 1.8. ����� %��	��& ( )zf  
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�����, !��� ����. 4
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Φ−Δ+Φ zz

z

zz

z

z

z
df

z
dfdf

zz
zzz .11

0 0

 �
-
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) .maxmax1

1

,,
zffzzff

z

dzff
z

zf
z

zzz

zzzzzz

zz

z

−ζ=Δ⋅−ζ
Δ

≤

≤ζ−ζ
Δ

=−
Δ

Φ−Δ+Φ

Δ+∈ζΔ+∈ζ
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$ 
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z
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 	��� �
���� 
������ J �$��� ��4����	��E 4�
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�	
���E (#������ ( )zf  4
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	�E ��
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������� ��
��$� 4
	
���� 		���� 4
����� ��
4��������
-
�
 ��������� #������ �
$4�����
� 4���$���
�. %������������ 
#������ ( )zΦ  ���	����� ��
�!��������� ����$!��
� ��� ��!
-

�!���
� �����������
� #������ ( )zf  	 
������ J, ���� 	 H�
� 
�-
����� �$��� $���
 �

��
?���� ( ) ( )zfz =Φ′ . F��	���
, ��
 #���-
��� ( )zf  �$��� $�
>���	
 �������� 4��	

������, �
, ��� ����
 
4
�����, 	�� 
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��
����$� ������$�$�. ���-
��	������
, 4
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�
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�
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�
��� 0=z , �
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z dzf
1

 �$��� �$��� 4�� ���
	��, 

��
 ���	�� ��������
	���� �� 4�
�
��� ���� �
��� 0=z . ��� H�
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	 �E�
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�	��
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��
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���-
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��� 0=z , #������ ( )zf  �	������ 
��
����
� ���������-
��
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 ���� ��� 4
�
>�������� ����-

��� �	
��
 ����$���� #������ ( )zf  �
	4����� � �
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A 4������D�� ������ $� �
����� ��
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�
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	��� 
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��� � ���-
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�
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�-
�
?���� $� ������ � 4������$. 
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/���$!��, ��
&+��  �!�
� �����, �!�'��� �������� ���-
�������	
� %��	��� ( )zf   ��	
�
!
� �
�	� 0z  ��!�� �� �������& �� 
���
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������ ���������
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��
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3. ����-�� $��(�$<$� $�*<'� ���'�����(��) ?<��-�� 

 
����� %��	��& ( )zf  &�&���& ����������	
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������ J  
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$�� ��� ( ) const≡zf , ��� 
��	��������� �������& ( )zf  �
���$����& �
��	
 �� $!����� 
�-
�����. 

�����	�������� #������ �	�� 4���$����� ( ) ( )yxuzf ,2 +=  

( )yxv ,2+  4
 ���
	�E �	������ ��4����	�
� 	 �$����
� 
������. 
�
H�
$� 
�� �
������� �	
��
 $����$����
�
 ������� M  
	 ���
�-���
 �
��� ( )00 , yx  ����
� 
������, �
 ���� 

( ) ( )
.

,
, 000

0 Jz
iyxz

zfzfM
∈
+=

≥=  

����4
�
>�$, ��
 �
��� 0z  – 	��������� �
��� 
������ J. �
-
���
�$ 	 
������ J ���� 0K  ���
�
�
�
 ������� R � �����
$ 	 �
��� 

0z  � �4�?�$ #
�$��� �������
 ������� ��� 0z  � R. �����	�� 
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4������D�E #
�$���, 4
����$ ( ) ( )2
2

0

2

0
dfdfM ≤ϕζ≤ϕζ=π ��

ππ
 

.2 Mπ≤  ����
	������
, ( ) .2
2

0
Mdf π=ϕζ�

π
 9 H�
�
 �

��
?����  

	 ���� ��4����	�
��� #������ ( )ζf  �� �
����� ��������
	����  

� ����	����	� ( ) ( )
Jz

iyxz
zfzfM

∈
+=

≥=
,

, 000
0  �������, ��
 ( ) Mf =ζ  

4�� .0
ϕ+=ζ ieRz  �����	������
, 4
 ( ) ( )

Jz
iyxz

zfzfM
∈
+=

≥=
,

, 000
0  

$
���� ( )ζf  �� $
>�� ���� �
��?� M �� 	 
��
� �
��� ��������
-
	����. G��� $� 4���4
�
>�$, ��
 	 ���
�-���
 �
��� 0ζ  �������-
�
	���� $
���� ( )0ζf  ���
�
 $���?� M, �
 � ��4����	�
��� 
( )ζf  �������, ��
 ( )ζf  ���
�
 $���?� M � 	 ���
�
�
� 
������
-

��� �
��� 0ζ , �
 ���� $
>�
 ������ 
���
� [ ]21,ϕϕ  ��������
	�-
���, �� �
�
�
$ ( ) .0, >εε−≤ζ Mf  

'
��� 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ,22 1212

2

0

2

0 2

12

1

MMM

dfdfdfdf

π<ϕ−ϕ−π+ϕ−ϕε−≤

≤ϕζ+ϕζ+ϕζ=ϕζ ����
π

ϕ

ϕϕ

ϕ

π

 

��
 4�
��	
����� ( ) .2
2

0
Mdf π=ϕζ�

π
 9���, �

��
?���� 

( ) Mf =ζ 4�� ϕ+=ζ ieRz0  �����	������
 �$��� $���
. J�
 
����-
��, ��
 �� 
���>�
��� ������� R � �����
$ 	 �
��� 0z  #������ 
( )ζf  �$��� 4
��
���
� �������, ��	�
� �	
�$� $����$����
$� 

������E 	 
������ J. '
 >� �4��	����	
 � �� �E�
� 
���>�
��� 
$���?��
 ������� � �����
$ 	 �
��� 0z , � ����
	������
 � 	
 	��$ 
����� 0K . '�4��� ����
 4
�����, ��
 H�
 >� ������� #������ 
( )ζf  �$��� � 	 �E�
� ����
� 	��������� �
��� z* 
������ J. ��� 

H�
�
 �
�����$ �
��� z � z* ���	
� C, �����
$ ��>�D�� 	 
������ J 
� 
���
�D�� 
� �� ������� �� $���?�, ��$ �� ���
�
�
� 4
�
>�-

������ 
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�����
� ����
 d. A
�$�$ �
��� 1z , �	��ED�E�� 4
������� �
��
� 
4���������� ���	
� C � ����
$ 0K  (���. 9). �
��
���� ( ) ,1 Mzf =  
�
, 4
	�
��� 4��>��� �����>�����, 4
��>�$, ��
 	����� ����� 1K   
� �����
$ 	 �
��� 1z  ������� dR ≤1  $
���� #������ ( )zf  4����-
$��� 4
��
���
� �������, ��	�
� $����$����
$� ������E M. 
A�	 �� ���	
� C �
��� 2z , �	��ED�E�� 4
������� �
��
� 4�����-
����� ���	
� C � ����� 1K , � 4�
�
�>�� ������ 4�
����, � �
���-
�
� ����
 ?��
	 4
����$, ��
 	����� ����� nK , �
�
�
$� 4�����-
��>�� �
��� z*, �$��� $���
 ��	����	
 ( ) ,Mzf =  ��
 � �
���	��� 
	�������
� ��	��>�����. 
 

 
���. 9 

 
9���, $� 4
�����, ��
 ���� ( )zf  4����$��� $����$����
� 

������� M 	 ���
�
�
� 	��������� �
��� 
������, �
 ( ) Mzf ≡  	
 

	��� 
������. �
�����
 �

��
?����$ ,
y

R
x
R

∂
Φ∂=

∂
∂

x
R

y
R

∂
Φ∂−=

∂
∂  ��-

��$��� �����������
� #������ ( )zf  ���>� �
������� 4
��
���
� 
������� 	 
������ J, ����
	������
, ���� $
���� �����������
� 
#������ 4
��
���� 	 ���
�
�
� 
������, �
 H�� #������ �
>��-
��	���
 ��	�� 4
��
���
� 	 ����
� 
������. '���$ 
���
$, ���� 
#������ ( )zf  �� �	������ 4
��
���
� 	������
� 	 
������ J,  
�
 
�� �� $
>�� �
������� �	
��
 $����$����
�
 ������� 	
 	���-
������ �
���� J. /
 ��� ��� #������, ��4����	��� 	 �$����
� 
�-
�����, �
������� �	
��
 $����$����
�
 ������� 	 ���
�-���
 �
�-
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�� H�
� 
������, �
 	 4
������$ ������ #������ ( )zf  �
�>�� �
-
������� �	
��
 $����$����
�
 ������� 	 ��������� �
����. 

������$ 4
������� �$������: ���� ����������	�&  
������ J 
%��	��& ( )zf  �� !��� ���� ��  
��
� �
�	� *�
� 
������ � ��-
�!�!���  J , �
 ����� ����
 �!����� �������� �
���& *�
� 
%��	���. ��� �
���������	� H�
�
 ��	��>����� �
����
��
 ���-

�$
����� #�����E ( ) ( )zf
z 1=ϕ  � 	
�4
��
	����� 4�����4
$ $��-

��$�$� �� $
����. 
 

4. ����0��*��� ���'�����(��) ?<��-�� 
 

���$���� �����������E #
�$��� !
?�, �
��>�$, ��
 �!
��-

���& ����������	
� %��	��� ��	'� &�&���& ����������	
� 
%��	����. 

����� ( )zf  – ������������� #������ �� �$����
$ �
����� C 
� 	 
���������
� H��$ �
����
$ 
������. '
���, 	 �

�	����	��  

� ����������
� #
�$��
� !
?�, ( ) ( )
� −ζ

ζζ
π

=
C z

df
i

zf
2
1 , ��� z – �E��� 

�
��� 	����� ����$����	��$
� 
������. 
!��
	� �� �� ���� 	��������� �
��� z ����
� 
������, 	���-

���� h  $
>�
 	������ ��
�� $��
�, ��
 �
��� hz+  ����� ���>� 
��>��� 	����� H�
� 
������. "���$ �������, ��
 h  $���?� ����-
���?��
 �����
���� 
� �
��� z �
 �
����� C. /� 
��
	���� ����-

������
� #
�$��� !
?� ( ) ( )
� −−ζ

ζζ
π

=+
C hz

df
i

hzf
2
1  � ( ) ( ) =−+

h
zfhzf  

( ) ( ) ,
2

1 ζ��
�

�
		



�
−ζ
ζ−

−−ζ
ζ

π
= � d

z
f

hz
f

ih C
 ���, 4
��� ���
�
��� 4��
���
	����, 

( ) ( ) ( )
( )( ).2

1
� −ζ−−ζ

ζζ
π

=−+

C zhz
df

ih
zfhzf  ��� 0→h  ��	�� ����� H�
�
 

��	����	� ����$���� � ( )zf ′ , � 4
������������� #������ 	 4��	
� 

����� – � ( )
( )

.2z
zf

−ζ
 ���������� 4����
� 4
� ���
$ ���������  

������ 
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	 4��	
� ����� ��	����	� 4��	
���, ����$ 
���
$, � #
�$��� 

( ) ( )
( )� −ζ

ζζ
π

=′
C z

df
i

zf 22
1 . 

�4��	����	
��� H�
� #
�$��� ����� �
�����, ���� ����� �
-

����
, ��
 ( )
( )( )

( )
( )

.lim 20 �� −ζ
ζζ=

−ζ−−ζ
ζζ

→ CCh z
df

zhz
df  ��� H�
�
 �
����
��
 

�����
	���, ��
 ���
��� 
( )

( )( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )�

�

��

−ζ−−ζ
ζζ=

=ζ��
�

�
		



�
−ζ

−
−ζ−−ζ

ζ=

=
−ζ

ζζ−
−ζ−−ζ

ζζ

C

C

CC

zhz
dfh

d
zzhz

f

z
df

hhz
df

2

2

2

11  

����$���� � ���E 4�� 0→h . 
F�
����$ ���� δ �������?�� �����
���� 
� �
��� z �
 �
�-

���� C (���. 10); �
��� ��� �E�
� �
��� ζ H�
�
 �
����� .δ≥−ζ z  
'�� ��� ��
�
�� �����
������ �� $���?� ���
��� �	�� ������ ��
 
��
�
�, �
 ��� �����
���� 
� �
��� �
����� ζ �
 �
��� hz+  �4��-
	����	
 ����	����	
 .hhzhz −δ≥−−ζ≥−−ζ  P���� h  	�� 
��
�� $���$, ��
 .δ<h  ����� M – ����
��?�� ������� $
���� 
#������ ( )zf  �� �
����� C, �
��� ��� �E�
� �
��� ζ H�
�
 �
����� 

( )
( )( ) ( ) ,22 δ−δ

≤
−ζ−−ζ

ζ
h

M
zhz

f  � �� 
��
	���� �	
���	� ��������� 

( )
( )( ) ( ) ,22 δ−δ

≤
−ζ−−ζ
ζζ

� h
Ml

zhz
df

C
��� l – ����� ���� C. /
 �
��� 

( )
( )( )

( )
( ) ( ) 022 →

δ−δ
≤

−ζ
ζζ−

−ζ−−ζ
ζζ

� � h
Mlh

z
df

zhz
df

C C
 4�� 0→h . �
�$��� 

( ) ( )
( )� −ζ

ζζ
π

=′
C z

df
i

zf 22
1  �
�����. 

 



��	���� �
�����	
� ������		
�. ��
��� � �������� 

66 
 

 
���. 10 

 
'�4��� � 4
$
D�E �
�����
� #
�$���, �
���	�	 
��
?���� 

( ) ( )
h

zfhzf ′−+′
 � 4������ � 4������ 4�� ,0→h $
>�
 4���$ ����
-

������ 	�����
� 4
������, ��
 ( ) ( )
( )� −ζ

ζζ
π

=′′
C z

df
i

zf .
2
2

2  

'�� >� �
���	�����, ��
 4�� �E�
$ ���
$ 0>n  
( )( ) ( )

( )� +−ζ
ζζ

π
=

C
n

n

z
df

i
nzf 12
! . ��� ��
���	� �4
$������ 
�$���$, ��
 

#
�$����
 #
�$��� 4�
�	
���� $
>�
 4
������ � ���������-
�
� #
�$��� !
?�, ��##��������� 
�� �� ����� 4
 z (	 4��	
� ��-
��� ��##�������
	���� 4�
�	
����� 4
 4���$���� z 4
� ���
$ 
���������). �
������� ��	����	
 4
�����
 4�� ���
	��, ��
 #���-
��� ( )zf  �	������ �����������
� ��� �� �
����� C, ��� � 	 
������, 

���������
� H��$ �
����
$. /
 ���� #������ ( )zf  �	������ ���-
��������
� 	 �
��� z, �
 	����� $
>�
 4�
	���� � H�
� �
��� 

���>�
��� C ��
�� $��
�
 �������, ��
 #������ ( )zf  
������� 
�����������
� �� H�
� 
���>�
��� � 	 �����, �E 
���������
$; 
����
	������
, �� 
��
	���� 4
������� #
�$��� $
>�
 ���E-
����, ��
 	 �
��� z � 	 �E�
� ����
� �
��� �
����
��
 $��
� �� 

������
��� ��D���	��� 4�
�	
���� �E�
�
 4
����� n H�
� #������. 

9���, �� ���������
��� %��	���  ��	
�
!
� �
�	� (�
 ���� 
�� ��+���
���& ��!
� �!
��
��
� ����
� %��	���  	�	
�-���
 

	!����
��� *�
� �
�	�) ������� ��+���
����  
	!����
��� 
�
� '� �
�	� �!
��
���( ����
� %��	��� ���
$
 �
!&�	� � ���-
������
��� *��( �!
��
���(. 

������ 
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��$� 7. ����D���� ������!�6�� 
����%  
�B� � �%	������E ������!�� 

 
G��� #������ ( )zf  �	������ �����������
� 	 
������ D, 
���-

������
� ���
��
-������$ �$�����$ �
����
$ C, �
 �4��	����	� 

������������ #
�$��� !
?� ( ) ( )
� −π

=
C zz

zf
i

zf
0

0 2
1 , ��� Dz ∈0  � �
�-

��� C 
��
����� ���, ��
 
������ D 
������� 	�� 	��$� ���	�. 
����$
���$ 4��$������ ����������
� #
�$��� !
?� � 	�-

�������E ���
�
��� ��������
	. 

�	��� 1. A�������� �������� ( )� −C

z

izz
dze
2

, ��� C – 
���>�
��� 

������� 2 � �����
$ 	 �
��� 3i. 

������� ( )
z

ezf
z

=  ���������� 	����� �����, 
���������
�
 


���>�
���E C, 4
H�
$�, 4��$���� �����������E #
�$��� !
?� 
(�
�� ζ ������ z, � �
�� z – ����
 2i), 4
����$: 

( )
( ) ( ) ( ).2sin2cos

2
222

22

2
i

i
eiiif

iz
dzzf

izz
dze

C

i

�

z
+π=π=π=

−
=

− ��  

�	��� 2. A�������� �������� 
( )� −C iz

dzz
3

cos , ��� C – �$������ 

�
����, 
��
��D�� �
��� i 
��� ��. ���$���� #
�$��� 
( )( ) ( )

( )� +−ζ
ζζ

π
=

C
n

n

z
df

i
nzf 12
!  � #������ ( ) zzf cos= , 4
����$: 

( )
( ) .1chcoscos

!2
2cos

2

2

3 iii
izdz

zdi
iz
dzz

C
π−=π−=

=
π=

−�  

 
����4��' ���� ��:� 

 

�� ���
	����� ���	��� �������� 	��� ( )
� −ζ

ζζ
π C z

df
i2

1  ����-

$!��
� �
1� 	 4���4
�
>����, ��
 C – �$������ �
����, � #���-
��� ( )zf  – ������������� �� �
����� C � 	 
���������
� �$ 
���-
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��� G. ��� H�
$ 
����
��, ��
 #������, 
4�������$�� ��������
$ 
!
?�, �
	4����� � ( )zf  	����� 
������ G � �
>����	���
 ��	�� 
���E 	�� �
����� C. G��� �������, ��
 C – 4�
�	
����� ���
��
-
������� ���� ��� �
	
��4�
��� ����
����� ����� ���, � #������ 
( )ζf  ����� �
���
 �� �
����� C � ��4����	�� �� ��$, �
 	������� 

( )
� −ζ

ζζ
π C z

df
i2

1  4�����
 ���	��� ����$!��
� ���� �
1�. 9������� 

!
?� �	������, 
��	���
, ������$ ������$ ��������� ��4� !
?�. 

������� ( ) ( )
� −ζ

ζζ
π

=
C z

df
i

zF
2
1 , 
4�������$�� ��������
$ ��4� 

!
?�, 
4�������� 	�E��, ��
$� �
��� ���� C, ��� ��� 	 �E�
� �
�-
�� z, �� 4�������>�D�� C, �������� ��4� !
?� ��D���	��� 

(4
������������� #������ ( )
z

f
−ζ
ζ  
������� ��4����	�
�). 

A �
��
��� 4
	�
��	 	������� � �����>�����, � 4
$
D�E �
-

�
��� ���� 
�
��
	��� #
�$��� ( ) ( )
( )� −ζ

ζζ
π

=′
C z

df
i

zf 22
1 , $
>�
 ����� 

4�
�	
���E ��������� ��4� !
?� 	 �E�
� �
��� z, �� 4�������-

>�D�� ���� C: ( ) ( )
( )

,
2
1

2� −ζ
ζζ

π
=′

C z
df

i
zF  � ��$ ��$�$ �
�����, ��
 ��-

��$!�� ���� �
1� &�&���& ����������	
� %��	����  ���
� 
�
�	�, �� ��'�+�� �� ��$� C. ��� 4�
�	
��
� �E�
�
 4
����� n 
��������� ��4� !
?� �4��	����	� ����
������ #
�$���: 

( )( ) ( )
( )� +−ζ

ζζ
π

=
C

n
n

z
df

i
nzF 12
! . 

 
 

��$� 8. �#&% � �;%� �	�� 
 

1. 
<��-����'9�+� ��*+ 
 

������
������� ���, �����$� �
�
�
�
 �	��E��� #������ 
�
$4�����
� 4���$���
� z 

( ) ( ) ( ) ,......10 ++++ zfzfzf n  

������ 
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$
>�� ��
������ 	 
���� �
���� � ����
������ 	 ������. ��$$� ��-
�
�
 ���� ( ) ( ),lim zSzf nn ∞→

=  ��� ( ) ( ) ( ) ( ),...10 zfzfzfzS nn +++=  �	-

������ #������� 4���$���
� z, 
4��������
� 	 �
����, ��� ��� 
��
�����. ��
>���	
 �
���, 	 �
�
��� ��� ��
�����, ����$ ���-
	��� 
������� �(
���
��� H�
�
 ����. 6����	
� !&�� ���	����� 
���
��� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...21 ++=−= ++ zfzfzSzfzR nnnn  . 

A ��>�
� �
��� ��
��$
��� ���� ( ) .0lim =
∞→

zRnn
 

9��$� ��
	�$�, ���� ��� 	 ����
� �
��� z ��
�����, �
 ��� 
��>�
�
 0>ε  $
>�
 4
�
����� ��
�� �
��?
� ����
 N, ��
 4�� 

Nn>  $
���� 
������ ���� ��
	���	
���� ����	����	� ( ) ε<zRn . 
/��$���?�� ����
 N, 
4������ED�� �
$�� n, ������� � �
�
-

�
�
 �4��	����	
 4
������� ����	����	
, �	���� �� �
���
 
� ε, �
 
� 
� z, � �� �	������, ����
	������
, 
�����
	�$ ��� 	��� �
��� 
�-
����� ��
��$
��� ����; ��
�� 4
��������� H�� �	���$
���, 	$���
 
N 4�?�� ( )., zN ε  

����4
�
>�$, ��
 �� ���
�
�
$ $�
>���	� �
��� G (	 ���
-
�
�
� 
������, �� ���
�
�
� ���� � �. �.) ��� �� �
���
 ��
�����, �
 
� ��'
!�!����& ���
�
��$ ��
��D�$�� ����
	�$ ���
$.  
J�
 
������, ��
 ��D���	��� ���
� ��
��D���� ��� 

......210 +++++ naaaa  � 4
�
>�������$� �����$�, ��
 	
 	��� �
�-
��� ����$����	��$
�
 $�
>���	� ( ) 00 azf ≤ , ( ) 11 azf ≤ , … 

( ) nn azf ≤ , … . "���$ 	 H�
$ ������ �
	
����, ��
 �� ����
$ $�
-
>���	� �
��� ��� ( ) ( ) ( ) ......10 ++++ zfzfzf n  �(
����& �!�����
. 
F��	���
, ��
 	 H�
$ ������ 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,......

...

2121

21

nnnnn

nnn

raazfzf

zfzfzR

=++≤++≤

≤++=

++++

++
 

�
 ���� $
���� 
������ ����
�
 #�����
�����
�
 ���� �� 4��	
�-
�
��� 
������ nr  �

�	����	�ED��
 ����
	
�
 ����. /
 ��� ��� H�
� 
����
	
� ��� ��
�����, �
, ��� �� �� ���
 $��ó 0>ε , �������� ��-
�
� N (�	���D�� �
���
 
� ε, ��� ��� H�
� ��� – ����
	
� � ��
 
����� 
� z �� �	����), ��
 ε<nr  4�� Nn > . '�$ �
���, 4
H�
$� 
4�� Nn >  �$��$ ( ) ε<zRn . '���$ 
���
$, ��� ���
	, 4��	����
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��
��D���� �� ���
�
�
$ $�
>���	� �
���, ����	����	
 ( ) ε<zRn  
�$��� $���
 4�� �E�
$ ��
�� ��
��
 $��
$ 0>ε , ���� ( )ε> Nn , 
��� ( )εN  �
����
��
 	����
 � �	���� �
���
 
� ε. 

����, ��� �
�
��� $
>�
 	������ N �� �	���D�$ 
� z, ���-
	�E��� !��
��!�
 �(
�&+����& �� �

�	����	�ED�$ $�
>���	� 
�
���. ���	����
 ��
��D���� ���� 4�������>��, ����$ 
���
$,  
� ������ ��	�
$���
 ��
��D���� ���
	 (
����
 �� 	����� ��	�
-
$���
 ��
��D���� ��� ��
����� 4��	����
). 

/������
 �����
	���, ��
 ���� 	�� ����� ���� 
( ) ( ) ( ) ,......10 ++++ zfzfzf n  ��
��D��
�� 4��	����
 �� ���
�
�
$ 

$�
>���	� G, �$�
>��� �� 
��� � �� >� 
����������E 4
 $
���E 
#�����E ( )zϕ , �
 4
�������� ��� ( ) ( ) ( ) ( ) ...10 ++ϕ+ϕ zfzzfz  

( ) ( ) ...+ϕ+ zfz n ����� ���>� 4��	����
 ��
������ �� G. �����	�����-
�
, ��� ��� #������ ( )zϕ  
���������, �
 ��D���	��� ����� 4
��
��-
��� M, ��
 ( ) Mz <ϕ  	
 	��� �
���� $�
>���	� G, � ��� ��� ��� 

( ) ( ) ( ) ......10 ++++ zfzfzf n  $�>
�������� �� G ��
��D�$�� ���
$ 
......210 +++++ naaaa , �
 ��� ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ......10 +ϕ++ϕ+ϕ zfzzfzzfz n  

����� $�>
���
	����� ��
��D�$�� ���
$ ......10 ++++ nMaMaMa , 
��
 � �
���	��� ��	��>�����. 

�
��>�$ ���
�
��� �	
���	� ��	�
$���
 ��
��D���� ���
	, 
�4��	����	�� � ��� 4��	����
 ��
��D���� ���
	. 

1. 3��� ����� !&�� ( ) ( ) ( ) ( ) ......10 ++++= zfzfzfzf n  &�&���& 
���!�!����� %��	��&��  ��	
�
!
� 
������ G ��� �� ����

� 
��$� L � !&� �(
����&  *�
� 
������ ��� �� *�
� ��$� !��
��!�
, 
�
 ����� !&�� ( )zf  ���!�!���  
������ G ��� �� ��$� L. 

����� z � hz+  – �E��� �
���, 4�������>�D�� ����$����	��-
$
$� $�
>���	� (
������ G ��� ���� L), ( )zSn  – ��������� ��$$� � 

( )zRn  – 
����
� ���� ( ) ( ) ( ) ( ) ......10 ++++= zfzfzfzf n . 9$��$ 
( ) ( ) ( )zRzSzf nn +=  � ( ) ( ) ( ) ( ) ( )hzRzShzSzfhzf nnn −++−+=−+  
( ).zRn−  A	��� ��	�
$���
� ��
��$
��� ���
��
�
 ����, ��� �� �� 

���
 $��
 0>ε , $
>�
 ����� ���
� n, ��
 ( ) ε<+hzRn , ( ) ε<zRn , 

����� ( ) ( ) ( ) ( ) .2ε<++≤−+ zRhzRzRhzR nnnn  ����
	������
, 
( ) ( ) ( ) ( ) .2ε+−+<−+ zShzSzfhzf nn  ������� ( )zSn , ������ ��$-

������ 
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$
� �
����
�
 ����� ��4����	��� #������, ���>� ��4����	�� �� 
����
$ $�
>���	�, � 4
H�
$�, ���
	� �� �� ���� �
��� z ����
�
 
$�
>���	�, 	������� h  $
>�
 	��� ��
�� ��
��
 $��
� (�
��� 

hz+  ���>� 4�������>�� ����$����	��$
$� $�
>���	�), ��
�� 
( ) ( ) ε<−+ zShzS nn . /
 �
��� � ( ) ( ) ( )−+<−+ hzSzfhzf n  
( ) ε+− 2zSn  4
����$ ( ) ( ) ,3ε<−= zfhzf  � ��� ��� ����
 ε ��
�� 

��
��
 $��
, �
 H�
 � 
������, ��
 #������ ( )zf  ��4����	��  
	 �E�
� �
��� z ����
�
 $�
>���	�. 

2. 3��� ����� !&�� ( ) ( ) ( ) ( ) ......10 ++++= zfzfzfzf n  ���!�!�-
�� �� ��	
�
!
� ��$� L � !&� �(
����& �� *�
� ��$� !��
��!�
, 
�
 �$
 �
'�
 �
�����
 ����$!�!
��� �
�� ��$� L, �
 ���� 

( ) ( ) ( ) ( ) ......10 ++++= � ��� dzzfdzzfdzzfdzzf
L L

n
LL

 . 

A ���� �
�����
�
 	�?� �	
���	� #������ ( )zf  ��4����	�� 
�� ���� L � �������� ( )�

L
dzzf  ��D���	���. ����� ( )znσ  – ��������� 

��$$� ���� 	 4��	
� ����� 4
�������
 	���>����. 9$��$ 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )� �

� � ��

�

=−=

=�
�
�	



� +++−=

=σ−

L L
nn

L L L
n

L

L
n

dzzRdzzSzf

dzzfdzzfdzzfdzzf

zdzzf

,

...10  

��� ( )zRn  – 
����
� ���� ( ) ( ) ( ) ( ) ......10 ++++= zfzfzfzf n . '�� ��� 
H�
� ��� ��
����� �� ���� L ��	�
$���
, �
 $
>�
 	������ N ��
�� 
�
��?�$, ��
�� 4�� Nn>  ����	����	
 ( ) ε<zRn  �$��
 $���
 	
 
	��� �
���� ���� L. '
��� � 4
�������
 ��	����	� 4
����$ 

( ) ( ) ( ) ,ldzzRzdzzf
L

n
L

n ⋅ε<=σ− ��  ��� l – ����� ���� L. '�� ��� 0>ε  

� 4���
$ ��
�� ��
��
 $��
, H�
 
������, ��
 ( ) ,0lim =�∞→
dzzR

L
nn

  

�
 ���� ( ) ( ) ,lim dzzfz
L

nn �=σ
∞→

��
 � ����
	��
�� �
�����. 

3. 3��� ����� !&�� ( ) ( ) ( ) ( ) ......10 ++++= zfzfzfzf n  – �����-
�����	��  ��	
�
!
� 
������ G � *�
� !&� �(
����&  
������ 
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G !��
��!�
, �
 �$
 ����� ( )zf  ��	'� &�&���& %��	����, ���-
�������	
�  
������ G. 

 

 
���. 11 

A�����$ �E��E 	�������EE 
�
��� z 
������ G � 4
���
�$ ���� 
��
�� $��
�
 ������� � �����
$ 
	 H�
� �
���, ��
�� 
� �����
$ ��-
>�� 	����� 
������ G (���. 11). 
����� C – 
���>�
��� H�
�
 �����, 
� ζ – �E��� �
��� �� C.  

9$��$ ( ) ( ) ( ) ...10 +
−ζ
ζ+

−ζ
ζ=

−ζ
ζ

z
f

z
f

z
f  

( ) ...+
−ζ
ζ+
z

fn . 

G��� z 4
��
���
, � ζ ���
����� �� 
���>�
��� C, �
 	������� 
z−ζ  4
��
���� (��	�� ������� ρ 
���>�
��� C). ��� 

( ) ( ) ( ) ( ) ......10 ++++= zfzfzfzf n  4
 ���
	�E ��
����� ��	�
$���
  
	 
������ G � ��$ �
��� – �� 
���>�
��� C. �
H�
$� ��� 

( ) ( ) ( ) ......10 +
−ζ
ζ++

−ζ
ζ+

−ζ
ζ

z
f

z
f

z
f n  ���>� ��
����� ��	�
$���
 �� C 4
 
�-

�
?���E � ζ (��4
$����$, ��
 z 4
��
���
) �, �
�����
 �
����-
�
$� 	�?�, ��
 $
>�
 	�
�� C 4
�����
 ��������
	���: 

( ) ( ) ( ) ( ) ...
2
1...

2
1

2
1

2
1 10 +

−ζ
ζζ

π
++

−ζ
ζζ

π
+

−ζ
ζζ

π
=

−ζ
ζζ

π ����
C

n

CCC z
df

iz
df

iz
df

iz
df

i
 . 

9�4
���� �����������E #
�$��� !
?�, 4
�����$ 
( ) ( ) ( ) ( ) ...,...

2
1

10 ++++=
−ζ

ζζ
π � zfzfzf

z
df

i n
C

�
 ���� 4���
��$ � ��	��-

��	� ( ) ( ) .
2
1
� −ζ

ζζ
π

=
C z

df
i

zf  

������� ( )zf , ������ ��$$
� ��	�
$���
 ��
��D��
�� ���� 
������������� �, ����
	������
, ��4����	��� #������, ��4��-
��	�� 	 
������ G. ����
	������
, ��������, ��
�D�� 	 4��	
� ��-
��� 4
�������
 ��	����	�, �	������ ��������
$ ��4� !
?� �, �
-
�����
 �
�����
$� �����, 4������	���� �
�
� #�����E, �������-

������ 
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�����E 	����� 
���>�
��� C �, 	 �����
���, 	 �
��� z. '�� ��� z – 
�E��� �
��� 
������ G, �	
���	
 �
����
. 

 
2. �������+� ��*+ 

 
��� 	��� ,......2

210 +++++ n
nzczczcc  ��� ic  – 4
��
�����, 

���	����� ���������. 
F��
	�
� ��
��$
� ��
��� ���-

4����� ���
	 �	������ 
������ 
�����: ���� �������
� !&� �(
����& 
 �
�	� 0z , �
 
� �(
����&, � �!�-
�
� ���
����
, 
 ��( �
�	�(, ��-
'�+�( ���!� 
	!�'�
��� C 
� ����!
�  �
�	� 0=z , �!
(
�&-
+�� ��!�� �
�	� 0z  (�
 ���� 
 ��( 
�
�	�( z, ��& 	
�
!�( 0zz < ). �!� 
*�
� 
 �&	
� 	!�$� ρ≤z  (���. 12) 
!������ ρ, ����1�$
, ��� 0z , !&� 
�(
����& �!�����
. 

 
���. 12 

 

0
	���������
. 9 ��
��$
��� ���� 
......2

210 +++++ n
nzczczcc  4�� 0zz =  �������, ��
 0lim =

∞→

n
nn
zc  �, 

����
	������
, $
���� ����
	 H�
�
 ���� 
���������, �
 ���� ��-
D���	��� ����� 4
��
����� M, ��
 Mzc n

n <0  4�� �E�
$ n. ����� z – 

�E��� �
���, ��>�D�� 	����� 
���>�
��� C; �
��� 0zz <   

� 1
0

<= q
z
z . F�D�� ���� ���� $
>�
 4��
���
	���: 

.
0

0

n
n

n
n

n z
zzczc ��
�

�
		



�
=  F��E�� 	���
, ��
 nn

n Mqzc < , �
 ���� $
���� 

����
	 ���� 	 �
��� z $���?� �

�	����	�ED�� ����
	 ��
$����-
����
� 4�
������� ......2 +++++ nMqMqMqM  �
 ��$�������$ q, 
$���?�$ �������. ����
	������
, ��� ��
����� 	 �
��� z ���
-
�E��
 � 4��	�� ����� ��
��$� �
�����. 
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A
�$�$ ��4��� 4�
�	
����� ���� ρ≤z  (�$. ���. 12), ��>�-
D�� 	����� 
���>�
��� C ( 0z<ρ ). �
�����
 �
�����
$� 	�?� 
��� ��
����� ���
�E��
 	
 	���
� �
���, ���4
�
>���
� 	����� 

���>�
��� C, �, 	 �����
���, 	
 	���
� �
���, ��>�D�� �� 
���>-
�
��� 	������
�
 ��$� ����� ������� ρ. 9���, ���� 1z  – �����-
������ �
��� �� 
���>�
��� H�
�
 ����� (�
 ���� ρ=1z ), �
 ����
-

	
� ��� ...... 1
2
12110 +++++ n

n zczczcc  ��
�����. /
 ��� �E�
� ���-

�
� �
��� z, ��>�D�� 	����� ��� �� 
���>�
��� ����� ρ≤z , �4��-

	����	
 ����	����	
 1zz ≤ , ����
	������
 n
n

n
n zczc 1≤  4�� �E�
$ n. 

J��$ �
����
, ��
 	 ����� ρ≤z , ��� 0z<ρ , ��� ��
����� 4��-
	����
. 

����$
���$ ��4��� �E�
� ���, 	��
��D�� � ����	
� �
���. 
A
$
>�� ��� ������. 

1. ��� ......2
210 +++++ n

nzczczcc ��
����� 	
 	��� �
���� H�
-
�
 ����. '
���, 	 ���� ��
��$� %����, ��� ��
����� 	����� ����� 
��
�� ��
��
 �
��?
�
 �������, �
 ���� 	
 	��� 4�
��
���. 

2. ��� ����
����� 	
 	��� �
���� ����, ��
$� �
��� 0=z  
 (	 �
��� 0=z  ��
����� 	����� ���4���
� ��� 	��� 

......2
210 +++++ n

nzczczcc , ��� ��� 4�� 0=z  	�� ����� ����, ��
$� 
4��	
�
, 
���D�E��� 	 �
��). A H�
$ ������ ��� ����
����� 	
 	��� 
�
���� 4�
��
���, ��
$� �
��� 0=z . 

�����	������
, � ��
��$� %���� �������, ��
 ���� ��� 	 ��-
�
�
�
� �
��� z ����
�����, �
 
� ����
����� � 	�E�� 	�� �����  
� �����
$ 	 ������ �

������, 
���>�
��� �
�
�
�
 4�
�
��� ��-
�� �
��� z. ����
	������
, 	 ����$����	��$
$ ������ ��� ����
-
����� 	�� ����� ��
�� ��
��
 $��
�
 ������� � �����
$ 	 ����	
� 
�
���, �
 ���� 	�E��, ��
$� �
��� 0=z . 

3. /� ���� �$�E��� ��� �
��� ��
��$
��� ����, 
�������  

� 0=z , ��� � �
��� ����
��$
���. !�� ���
 
�$����
, � ��
��$� 
%���� �������, ��
 	����� �
��� ��
��$
��� ���
����� ���>� � ��-
��	
� �
���, ��$ 	����� �
��� ����
��$
���. ����
	������
, �� ��-
�� �������� �
��� z* (���. 13), 
�����ED�� �
��� ����, 	 �
�
��� 
��� ��
�����, 
� �
���,  	 �
�
��� ��� ����
�����.  ��$� �
���  z* 

������ 
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4�������>�� ��� � ����� �
��� ��
-
��$
���, ��� � ����� �
��� ����
-
��$
��� ����. ��� ����� ��
������ 
	����� ����� G � �����
$ 	 ����	
� 
�
���, 
���>�
��� �
�
�
�
 4�
�
-
��� ���� �
��� z*, � ����
������ 	�� 
H�
�
 �����. 

!��� G ���	�E� 	!�$
� �(
-
���
��� ���4���
�
 ����, � ��
 ��-
���� – !�����
� �(
���
��� H�
�
 ��-
��. /� 
���>�
��� ����� ��
��$
��� 

 
���. 13 

 

$
��� ��>��� ��� �
��� ��
��$
���, ��� � �
��� ����
��$
��� ��-
��. A ����$
������� ������� 1 � 2 $
>�
 �������, ��
 ������ ��
-
��$
��� ��	��, �

�	����	���
, ����
����
��� � ���E. 

'�� ��� 	
 	���
$ �����, ���
��D�$�� �����
$ 	����� ����� 
��
��$
���, ���4���
� ��� ��
����� 4��	����
, � �
�����
�
 ��-
��� �������, ��
 ��$$� ���4���
�
 ���� 	����� ����� ��
��$
��� 
�	������ �����������
� #�������. 

������ ��
��$
��� ���4���
�
 ���� $
>�
 
4��������, 4
��-
���� �	�����$� 4������$� ��
��$
��� ���
	. ��� 

( ) ( ) ( ) ......2
210 +−++−+−+ n

n azcazcazcc , ��� a – �E�
� �
$4����-
�
� ����
, ���>� ���	�E� ���4����$. �
�����
	�
� taz =−  
� 
�	
����� � ���� ......2

210 +++++ n
nzczczcc , 4����$ �
��� 0=t  �
-


�	����	��� �
��� az= . ����
	������
, 
������E ��
��$
��� ���� 
( ) ( ) ( ) ......2

210 +−++−+−+ n
n azcazcazcc �	������ ���� � �����
$  

	 �
��� az= . 
 

3. ��* ��)'��� 
 
����$
���$ 
��
�����E #�����E ( )zf , ������������E 

	����� ����� G, 
���������
�
 
���>�
���E C � �����
$ 	 �
��� 
az=  (���. 14). ���
>�$ H�� #�����E 	 ���4���
� ��� 	��� 

( ) ( ) ( ) ......2
210 +−++−+−+ n

n azcazcazcc . 



��	���� �
�����	
� ������		
�. ��
��� � �������� 

76 
 

 
���. 14 

 

����� z – �E��� 	��������� 
�
��� ����� G. ��
	���$ 	����� 
����� G 
���>�
��� C′  � ���-
��
$ 	 �
��� a ���, ��
�� �
��� z 

������� 	����� H�
� 
���>�
-
���. '
���, ���� ζ – �
��� �� 

���>�
��� C′ , 	 �

�	����	�� 
� ����������
� #
�$��
� !
?� 

�$��$ ( ) ( ) .
2
1
�
′ −ζ

ζζ
π

=
C z

df
i

zf  

���
�����$ 
��� � $�
>������ 4
�����������
� #������: 

( ) ( )
.

1

111

��
�

�
		



�
−ζ
−−−ζ

=
−−−ζ

=
−ζ

a
azaazaz

 

�
���� ���
��� a−ζ  ��	�� ������� 
���>�
��� C′ , � ��� 
��� $
���� ���
��� az−  ��	�� �����
���E 
� �
��� z �
 ������ 

���>�
��� C, �
, ��� �� �� 4���$�D����� �
��� ζ 4
 
���>�
��� 

C′ , 	������� 
a
az

−ζ
−

 
�
������� 4
��
���
� �������, $���?�� ���-

����. ����
	������
, #������ 

a
az

−ζ
−−1

1

 

�	������ ��$$
� ��
$����-

����
� 4�
������� ( )
( )

( )
( )

,......1
1

1
2

2
+

−ζ
−++

−ζ
−+

−ζ
−+=

−ζ
−−

n

n

a
az

a
az

a
az

a
az

 

��
-

��D���� 	
 	���
� �
��� z 	����� 
���>�
��� C′ . J�� 4�
������� 
��
����� 4��	����
 �� 
���>�
��� C′
��
�������
 ζ, 4
�
$� ��
 

4�� #�����
	���
$ z 	������� q
a
az =

−ζ
−  4
��
���� �� H�
� 
���>-

�
��� �, ����
	������
, $
���� ����
	 ���� 
( )
( )

( )
( )

......1
1

1
2

2
+

−ζ
−++

−ζ
−+

−ζ
−+=

−ζ
−−

n

n

a
az

a
az

a
az

a
az

 

�
	4���E� � �
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��	�ED�$� �����$� ��
��D��
�� ����
	
�
 ���� 
......1 2 +++++ nqqq  . '�$ ��$�$ H�
� 4
������� ��� �	������ $�-

>
����ED�$ ��� 4������D��
 ����. ����
	������
, 4
�����-

�������E #�����E ( )
z

f
−ζ
ζ  $
>�
 4������	��� 	 	��� ��$$� ����, 

��
��D��
�� 4��	����
 �� 
���>�
��� C′  (	������� ( )ζf  
�����-

���� �� 
���>�
��� C′): ( ) ( ) ( ) ( )
( )

...2 ++
−ζ

ζ−+
−ζ
ζ=

−ζ
ζ

a
faz

a
f

z
f

 
( ) ( )
( )

.... 1 +
−ζ

ζ−+ +n

n

a
faz , � ���$ 4�
�	���� 4
�����
� ��������
	����, 

��
 4��	���� � ���
>���E #������ ( )zf  	 ���4���
� ���: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ....

2
...

...
222

1

1

3

2

2

+
−ζ

ζζ
π
−+

+
−ζ

ζζ
π
−+

−ζ
ζζ

π
−+

−ζ
ζζ

π
=

�

���

′
+

′′′

C
n

n

CCC

a
df

i
az

a
df

i
az

a
df

i
az

a
df

i
zf

 

��
>����� ( ) ( ) ( ) ...,...,,, 2 nazazaz −−−  	������� � ���� 
�

�	����	�ED�� ��������
	. 

9���, 	
 	���
� �
��� z 	����� ����� G #������ ( )zf  4���-
���	���� � 4
$
D�E 4
�������
 ���� 	 	��� ��$$� ���4���
�
 ��-
�� ( ) ( ) ( ) ( ) ,......2

210 +−++−+−+= n
n azcazcazcczf  �
H##������� 

�
�
�
�
 	������E��� 4
 #
�$���$ ( )
( )�
′

+−ζ
ζζ

π
=

C
nn a

df
i

c 12
1  

( )...,2,1,0=n , ��� C′– ��� �E��� 
���>�
��� � �����
$ 	 �
��� 
az= , ��>�D�� 	����� ����� G, ��� �E�
� ����
� 4�
��
� �$���-

��� �
����, 
��
�����
 
��
��D�� �
��� a 	 4
�
>������
$ 
��4��	����� � ��>�D�� 	����� ����� G, ��� ��� 	 ���� ��
��$� 
!
?� 	������� 4
�������
 ��������� �� �	���� 
� 	��
�� �
����� 
C′ . �
�������� ��� ���	����� !&�
� 4���
!�. 

�
������ ����������
� #
�$��
� !
?� � 	�����ED�� � 

��� #
�$��
� ( )( ) ( )
( )� +−ζ

ζζ
π

=
C

n
n

z
df

i
nzf 12
! , $
>�
 ��� �
H##������
	 

���� '���
�� 4
������ ��
� 4������	�����: 
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( ) ( )af
a
df

i
c

C
=

−ζ
ζζ

π
= �

′2
1

0 , ( )
�
′

ζζ
π

=
C

n n
df

i
c

!2
1 , ( )...,2,1=n  

� �4����� ���
>���� 	 ��� '���
�� 	 #
�$�, �	����
� � ����� $�-
��$�������
�
 ������ ��� #������ �����	������
� 4���$���
�: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ....

!
...

!2!1
2 +−++−

′′
+−

′
+= n

n

az
n

afazafazafafzf  

F��E��, 	 �����
���, ����
 4
������ �	������ ���
>���� 

H��$�������� #������: ( ) ...
32

1ln
32
−+−=+ zzzz , 

...
53

arctg
53
−+−= zzzz  � ��. ��	����	� ,...

!2!1
1

2
+++= zzez

 

...,
!5!3

sin
53
++−= zzzz  ...,

!4!2
1cos

42
−+−= zzz ���>�	?�� ��$ ��� 
4��-

������� #������ zzez cos,sin, , $
>�
 ��4��� ����$����	��� ��� 
���
>���� H��� #������ 	 ��� '���
��. 

A����� 
��
������ H��$�������� #������ �	������ �������-
����
� 	
 	��� �
����, 	 �
�
��� 
�� 
4��������. /
 $
>�� ���-
������, ��
 ��� '���
�� ��� ���
�-���
 H��$������
� #������ 
��
����� � 	 ���
� �
���, 	 �
�
�
� H�� H��$�������� #������ �� 

4��������. ���
	�$�� 	 H�
$ ������ 4��4���	��� ����$����	��-
$
� H��$������
� #������ 	 �

�	����	�ED�� �
��� �������, 
��	�
� ��$$� �� ���� '���
�� 	 H�
� �
���. 

'��, ��4��$��, ��	����	
 ...
!5!3

1sin 42
−+−= zz

z
z

 
�4��	����	
 4�� 

�E�
$ 0≠z . F����
 ���, ��
�D�� 	 ��
 4��	
� �����, ��
�����  
� 4�� 0=z , 4����$ ��
 ��$$� 4�� 0=z  ��	�� 1. ���
	�$�� 4
H�
$� 

�������, ��
 1sin =
z

z
 
4�� 0=z . 

&���
 	�����, ��
 4�� ���
$ ���
	�� ������ ��
��$
��� ���� 
'���
�� ��� 	���
� 
��
����
� H��$������
� #������ ( )zf  ��	�� 
�����
���E ρ 
� �
��� az= , �	��ED���� �����
$ ����� ��
��$
-
���, �
 ���>��?�� 
�
�
� �
��� H�
� #������. 

�����	������
, 	 ����� ρ<−az  #������ ( )zf  ����������,  
� 4
H�
$�, ��� ���
 �
����
, 	 H�
$ ����� �� ��� '���
�� ��
���-

������ 
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��. � ����
� ��
�
��, ���� �� ������ ��
��$
��� ���� '���
�� 
��� �
��?�, ��$ ρ, �
 	����� ����� ��
��$
��� 4
4��� �� 
�
��� 
�
��� #������ ( )zf , �
�
��� 	 ���� 4�����
�
 ���
	�� ���� �� 

�
�
� �
��
� � ��� ��$$� ���� '���
��, ��
 ��	
$
>�
, ��� ��� 
��$$� ���4���
�
 ���� ���������� 	 ����� ��
 ��
��$
���. 

 
* * * 

 
G��� R – ������ ����� ��
��$
��� ���� '���
�� #������ ( )zf  

� H�� #������ 
��������� 	 ����� ��
��$
��� (�
 ���� ��D���	��� 
����� 4
��
����� M, ��
 	 ( ) Mzf ≤ 4�� Rz < ), �
, ��4
���� ����-
�������E #
�$��� ��� �
H##������
	 ���� '���
�� � 	����	  
	 ������	� 4��� ��������
	���� 
���>�
��� ρ=−ζ a  � �����
$  

	 �
��� az= , 4
����$ ( )
( )

.2
2
1

2
1

11 nn
C

nn
MM

a
df

i
c

ρ
=πρ⋅

ρ
⋅

π
≤

−ζ
ζζ

π
= +

′
+�

  
'�� ��� ������ ρ 
���>�
��� C′  $
>�
 ����� ��
�� ��
��
 ���-

��$ � ������� ����� ��
��$
��� R, �
 nn R
Mc ≤ , ...,2,1,0=n  . J�� 

����	����	� ���	�E� ��!�������� �
1� ��& 	
*%%������
 
!&�� 4���
!�. 

G��� #������ ( )zf  – ������������� 	
 	��� 4�
��
���, �
 ��-
���� ����� ��
��$
��� ���� '���
�� ����
����� �, ����
	������
, 
� ����	����	 !
?� ���
��$, ��
 	�� �
H##������� nc , ��
$� 0c , 
��	�� ���E, �����, ( ) 0czf = . '�$ ��$�$ �
����
, ��
 %��	��&, 
����������	�& �  �
 '� !��& 
$!��������& 
 ��� ��
�	
���, 
�
��
&��� (
������ �	��	���). 

 
* * * 

 
��� '���
�� $
>�
 4
�����
 ��##�������
	���. �����	�����-

�
, ���� ( )zf  – ������������� #������, �
 �����������
� �	������  
� �� 4�
�	
���� ( )zf ′ ; ���
>�	 #�����E ( )zf ′  4
 #
�$��� 	 ��� 

'���
��, 4
����$: ( ) ( ) ( )( )
( )( )
( ) ( ) ...

!1
...

!1
1+−

−
++−

′′
+′=′ −n

n
az

n
afazafafzf . 
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/
 � H�
$� >� ��	����	� 4��	
��� � 4
�����
� ��##�������
	�-
��� ��	����	� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ....

!
...

!2!1
2 +−++−

′′
+−

′
+= n

n

az
n

afazafazafafzf  

�
�������� 4
��� ��##�������
	���� ��� �$��� �
� >� ���� 
��
��$
���, ��
 � ���
���� ���: ������ ��
��$
��� �� $
>�� �	�-
��������, ��� ��� 4�� ��##�������
	���� ���4���
�
 ���� $
���� ��
 
�
H##������
	 �	�����	�E��� (�
H##������ nc  �$�
>����� �� n),  
�
 ������ ��
��$
��� �� $
>�� � �$���?�����, ��� ��� ��$$� 4
-
�������
 ����, � ����
	������
 � �� 4�
�	
����, �	��E��� #���-
���$�, ������������$� 	
 	���
� 	��������� �
��� ����� ��
��-
$
��� ���� '���
�� ��� #������ ( )zf . 

 
* * * 

 
A ������	� �
��� a 	 4
������� #
�$��� $
>�
 	��� �E��E 

�
���, 	 �
�
�
� #������ ( )zf  ����������. ���
>���� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ...

!
...

!2!1
2 +−++−

′′
+−

′
+= n

n

az
n

afazafazafafzf  

���	�E� !���
'����� %��	��� ( )zf   
	!����
��� �
�	� a. G��� 
( ) 0=af , �
 �
��� a ���	����� ����� %��	��� ( )zf . A H�
$ ������ 

���
>���� #������ 	 ��� '���
�� 	 
������
��� �
��� a �$��� 
	�� ( ) ( ) ( ) ,...2

21 +−+−= azcazczf ��� ��� ( ) 00 == afc . G��� 	 ���
-
>���� #������ ( )zf  	 ��� '���
�� 	 
������
��� �
��� a 

0... 110 ==== −nccc , �
 0≠nc  �, ����
	������
, ���
>���� �$��� 

	�� ( ) ( ) ( ) ...1
1 +−+−= +

+
n

n
n

n azcazczf , �
 �
��� �
��� a ���	����� 
����� n-$
 �
!&�	� ��� ����� n-� 	!���
��� #������ ( )zf . G��� 

1=n , �
 ���� ���	����� �!
����. ��
��##�������
	�	 
( ) ( ) ( ) ...1

1 +−+−= +
+

n
n

n
n azcazczf , 4���
��$ � 	�	
��, ��
 ���� a – 

���� 4
����� n #������ ( )zf , �
 H�� >� �
��� �	������ ����$ 4
-
����� 1−n  ��� #������ ( )zf ′ . 
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9 #
�$�� ��� �
H##������
	 ���� '���
�� �������, ��
 ���� 
�
�	� a &�&���& ����� �
!&�	� n %��	��� ( )zf , �
 
( ) ( ) ( )( ) 0... 1 ===′= − afafaf n , �
 ( )( ) 0≠af n . 

���
>���� ( ) ( ) ( ) ...1
1 +−+−= +

+
n

n
n

n azcazczf  $
>�
 4���4�-

���� 	 	��� ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),...1 zazazccazzf n
nn

n ϕ−=+−+⋅−= + ��� #���-
��� ( )zϕ  
4���������� ��� ��$$� ���4���
�
 ���� 
( ) ( ) ...1 +−+=ϕ + azccz nn , �$�ED��
, 
��	���
, �
� >� ���� ��
��$
-

���, ��
 � ��� ( ) ( ) ( ) ...1
1 +−+−= +

+
n

n
n

n azcazczf  . ��� #������ ( )zϕ  
�
��� a �>� �� �	������ ����$, ��� ��� ( ) 0≠=ϕ nca . �4��	����	
  
� 
�����
� ��	��>�����: �&	�& %��	��& ��� ( ) ( ) ( )zazzf nϕ−= ,  
$�� n – ���
� �
�
'������
� ����
, ( ) 0≠ϕ a , � ( )zϕ  ����������  
 �
�	� a, �����  *�
� �
�	� ���� �
!&�	� n. 

�����	������
, ���
>�	 ( )zϕ  	 ��� '���
�� 	 
������
��� 
�
��� a, 4
����$ ( ) ( ) ,...~~

10 +−+=ϕ azccz  ��� ( ) 0~
0 ≠ϕ= ac . F��E�� 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...~~ 1
10 +−+−=ϕ−= +nnn azcazczazzf  . 

�� 4��?�� � ���
>���E 	��� ( ) ( ) +−= n
n azczf  

( ) ...1
1 +−+ +

+
n

n azc ; ����
	������
, �
��� a �	������ ����$ 4
����� 
n #������ ( )zf . 

�	���. ��� #������ ( ) ( ) zezzf
32 4−=  �
��� 2±=z  �	��E��� 

����$� 3-�
 4
�����, ��� ��� ( ) ( ) ( ) zezzzf 33 22 +−= , � ���� 4
�
-
>��� ( ) ( ) zezz 32+=ϕ , �
 ( ) ( ) ( )zzzf ϕ−= 32 , 4����$ ( ) 02 ≠ϕ , ���� >� 
4
�
>��� ( ) ( ) zezz 32−=ϕ , �
 ( ) ( ) ( )zzzf ϕ+= 32  � ( ) 02 ≠−ϕ . 

 
������� � ��	��
������
	 ����	
	������ �����		 

 
3��� �������& ����������	�(  
������ G %��	��� ( )zf1   

� ( )zf2  �
������  ��	
�
!
� ���	
����
� �
����
������
��� 
�
��	 ...,...,,, 21 kzzz , �(
�&+���& 	 �
�	� a ( azkk

=
∞→

lim ), 	
�
!�& 

&�&���& ���!����� �
�	
� 
������ G, �
 %��	��� ( )zf1  � ( )zf2  
�
'�������� 
 ��� 
������ G: ( ) ( )zfzf 21 ≡ . 
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F�������$�� �
���������	
$ ��
��$� ��� ������, �
��� 
�-
����� G – ����, � �
��� a – ����� H�
�
 �����. ����� 
( ) ( ) ( )zfzfzf 21 −= . '
��� ( ) 0=kzf  4�� �E�
$ k. ����
	������
,  

	 ���� ��4����	�
��� #������ ( )zf  �$��$ ( ) ( ) 0lim ==
∞→ kk

zfaf . 

����4
�
>�$ ��4���, 	
4���� �
���	��$
$�, ��
 #������ ( )zf  
�� ��	�� �
>����	���
 ���E 	 ����� G, �
 ���� �� 	�� �
H##�����-
�� ���
>���� ( )zf  	 ��� '���
�� 	 
������
��� �
��� a ��	�� ��-
�E. ��� H�
$ 4���4
�
>���� �
��� a �	������ ����$ #������ ( )zf  
���
�
�
�
 4
����� n � 4
H�
$� ( )zf  �$��� 	�� ( ) ( ) ( )zazzf nϕ−= . 
��
>����� ( )naz−  �����, ��
$� ��$
� �
��� a, ���E �� ��	��,  
� #������ ( )zϕ , 	�
��D�� 	 ��	����	
, 
������ 
� ���� 	 �
��� a,  
� �����, 	 ���� ��4����	�
���, � 	 �� 
������
���. �
H�
$� 	 ��-
�
�
�
� 
������
��� �
��� a #������ ( )zf  �����, ��
$� ��$
� 
�
��� a, �� ��	�� ���E. �� 4��?�� � 4�
��	
����E, ��� ��� 	 �E-
�
� 
������
��� �
��� a �$�E��� �
��� � 4
����
	������
��� 

...,...,,, 21 kzzz , � 	 ��� ( ) 0=zf . 9���, ( ) 0≡zf , �, ����
	������
, 
( ) ( )zfzf 21 ≡ . '�
��$� �
�����. 

 
4. �����'9�+� � �(�G+� ����� ���'�����(��) ?<��-�� 
 
����� #������ ( )zf  ����� 	 
������ J, 
���������
� �
���-

�
$ ). 4
�	� Jz ∈0  ��������& �!�����
� �
�	
� %��	��� ( )zf , 

���� ��+������ �(
�&+���& �������
� !&� ( )n
n

n zzc 0
0

−�
∞

=
, 	
�
-

!��  
�+�� ����� 
������ J � �
�$
 	!�$� �(
���
��� 
( )00 zzz ρ<−  �(
����& 	 %��	��� ( )zf . /� ������� ����� ( )0zρ  

�������	����� ������	���
� 
����������: ( )0zρ  ���
�
 �
��?� ��-
��. '
��� Jz∈ , �� �	��ED���� 4��	�����$� �
���$� #������ 
( )zf , ���	�E��� �� 
�
���� �
�	���. K��
, ��
 ���� #������ 
( )zf  – ������������� 	 
������ J, �
 	�� 	��������� �
��� H�
� 
�-

����� �	��E��� 4��	�����$� �
���$� #������ ( )zf . '
��� �����-
�� ) $
��� ���� ��� 4��	�����$�, ��� � 
�
��$� �
���$� �����-
������
� #������ ( )zf . F��	���
, ��
 	�� �
��� ������� ), ��>�-

������ 
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D�� 	����� ����� ( )00 zzz ρ<−  � �����
$ 	 ���
�
�
� 4��	����
� 
�
��� Jz ∈0 , ���>� �	��E��� 4��	�����$� �
���$� #������ ( )zf . 

 
5. ��* ������ 

 
����4
�
>�$, ��
 ( )zf  �	-

������ 
��
����
� ���������-
��
� #������� 	����� �
���� 
$�>�� �
������������$� 
���>-
�
���$� C′  � C ′′  � �����
$ 	 �
�-
�� az=  (���. 15), � z – 4�
�	
��-
��� 	��������� �
��� H�
�
 �
��-
��. ��
	���$ 
���>�
��� Γ′  
� Γ ′′ � �����
$ 	 �
��� a ���, ��
-
�� ��>��� � ��� ���
������ 
	����� ����
�
 �
���� � ��>��� 
�
��� z 
������� $�>�� Γ′ � Γ ′′ . ���. 15 

F4�?�$ � �
��� z 
���>�
��� γ , ���
��D�E�� 	 �
���� 
$�>�� Γ′  � Γ ′′ . 9�4
���� ��
��$� !
?� ��� �
���	�
�
 �
�����, 

�$��$ ( ) ( ) ( ) .
2
1

2
1

2
1

���
γΓ′Γ ′′ −ζ

ζζ
π

+
−ζ

ζζ
π

=
−ζ

ζζ
π z

df
iz

df
iz

df
i

/
, 	 ���� ����-

������
� #
�$��� !
?� ( ) ( )zf
z
df

i
=

−ζ
ζζ

π �γ2
1 , 4
�����$ 

( ) ( ) ( ) ( ) .
2
1

2
1

��
Γ′Γ ′′ −ζ

ζζ
π

−
−ζ

ζζ
π

=
z
df

iz
df

i
zf G��� ζ – �
��� �� �
����� Γ ′′ , 

�
 aza −>−ζ  � 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

.......11

1

111

2

2

�
�
�

�
	
	



�
+

−ζ
−++

−ζ
−+

−ζ
−+

−ζ
=

=

��
�

�
		



�
−ζ
−−−ζ

=
−−−ζ

=
−ζ

n

n

a
az

a
az

a
az

a

a
azaazaz

 

��� 	 4��	
� ����� H�
�
 ��	����	� ��
����� �� 
���>�
��� Γ ′′  
4��	����
; �$�
>�	 ��
 4
�����
 �� ( ) ζζ df  � 4�
��������
	�	 
	�
�� Γ ′′ , 4
����$ ��� 4��	
�
 � ��������
	 ���
>���� 
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( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ,......

...
2

...
2

22
1

2
1

2
210

13

2

2

+−++−+−+=

=+
−ζ

ζζ
π
−++

−ζ
ζζ

π
−+

+
−ζ

ζζ
π
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−ζ
ζζ

π
=

−ζ
ζζ

π
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���

Γ ′′
+

Γ ′′
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n
n

n

n

azcazcazcc

a
df

i
az

a
df

i
az

a
df

i
az

a
df

iz
df

i

 

��� ( )
( )�

Γ ′′
+−ζ
ζζ

π
= 12

1
nn a
df

i
c , ...,2,1,0=n  . 

G��� >� �
��� ζ ���
����� �� �
����� Γ′ , �
 aaz −ζ>−   

�, ����
	������
, 1<
−
−ζ

az
a ; 4
H�
$� ��� 4
������� ����, 4��	����
 

��
��D��
�� �� Γ′ , 4��
�����$ 
z−ζ

1  �����: 

( ) ( )

( )
( )

( )
( ) .......11

1

111

1

1

2

2

��
�
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� +
−
−ζ++

−
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−
−ζ+
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−=
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�
�
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�
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−=
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=
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n

n

az
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az
a

az
a

az

az
aazazaz

 

�
��� ���
�
 4��
���
	���� ��� 	�
�
�
 ��������� 4
����$: 
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
,......

...
2
11...

...
2
11

2
11

2
1

2
21

1

2

+
−

++
−

+
−

=

=+ζζ−ζ
π

⋅
−

+

+ζζ−ζ
π

⋅
−

+

+ζζ
π

⋅
−

=
−ζ

ζζ
π

−

−−−

Γ′

−

Γ′

Γ′Γ′

�

�

��

n
n

n
n

az
c

az
c

az
c

dfa
iaz

dfa
iaz

df
iazz

df
i

 

��� ( )( )�
Γ′

−
− ζ−ζζ

π
= daf

i
c n

n
1

2
1 , ...,2,1,0=n  . 

A ���� ��
��$� !
?� ��� �
���	�
�
 �
����� 	$���
 4���� 
��������
	���� Γ′  � Γ ′′  $
>�
 	��� �E��E 
���>�
��� ) � ���-
��
$ 	 �
��� a, ��>�D�E 	 ����
$ �
���� $�>�� C′  � C ′′ . 

������ 
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P�$���$ ���>�, ��
 4�� �$��� n �� n−  4
�����������
� 	�-

��>���� ( )
( )�

Γ ′′
+−ζ
ζζ

π 12
1

na
df

i
 4����
��� 	 4
�����������
� 	���>���� 

( )( )�
Γ′

− ζ−ζζ
π

daf
i

n 1

2
1 , 4
H�
$� � ( ) ( ) ( )

�
Γ ′′

−
−ζ

ζζ
π

=
z

df
i

zf
2
1

 
( )

�
Γ′ −ζ

ζζ
π

−
z
df

i2
1

 
$� 4
�����$ �����ED�� ���
>���� #������ ( )zf , 

��
��D���� 	
 	���
� �
��� z 	����� �
���� $�>�� C′  � C ′′ : 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
,.........

...

2
21

2
210

+
−

++
−

+
−

+

+−+−+=

−−−
n

n

az
c

az
c

az
c

azcazcczf
 

��� �
H##������� nc , ��� 4�� ...,2,1,0=n , ��� � 4�� n = –1, –2, … 


4������E��� #
�$��
� ( )
( )�

Γ
=−ζ
ζζ

π
= ,

2
1

1nn a
df

i
c  � ) – �E��� ���4
�
-

>����� 	 ����
$ �
���� 
���>�
��� � �����
$ 	 �
��� az = . �
��-
����
� ���
>���� ���	����� !&�
� 5
!���. 

�	��� 1. ����$
���$ �������� ���
>���� 	 ��� &
���� 

#������ ( ) ( )( )21
1

−−
=

zz
zf , 	����	 0=a . 

������� ( )zf  �$��� 
�	� 
�
��� �
���: 1=z  
� 2=z . ����
	������
, 
�$����� ��� ����
	�� 
�
���� � �����
$ 	 �
��� 

0=z , 	 ��>�
$ � �
�
��� 
#������ ���������� 
(���. 16): 1) ���� 1<z ; 2) 
�
���
 1 < |z| < 2; 3) 	��?-
�
��� ����� 2>z . 

 
���. 16 

A ����
$ ������ �������
 4
������ ���
>���� 	 ��� &
���� 
	 ��>�
� � 4������������ 
�������, �� 4������� � #
�$���$ ��� 
	��������� �
H##������
	. 
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1. ����
'����  	!�$� 1<z . ������E ( )zf  $
>�
 4������-
	��� 	 	��� ��$$� �	�� H��$�������� ��
���: 

( )( ) 1
1

2
1

21
1

−
−

−
=

−− zzzz
. '�� ��� 

2
1

1
2
1

2
1

zz −
⋅−=

−
, � #������ 

2
1

1
z−

 

�	������ ��$$
� ��
$��������
� 4�
������� 

,...
2

...
22

1

2
1

1
2

2
+++++=

−
n

nzzz
z  $
���� ��$������� �
�
�
� 1

2
<z ,  

�
 ...
2

...
222

1
2

1
13

2

2 −−−−−−=
− +n

nzzz
z

 . 

%���
����
 ,......1
1

1 2 +++++=
−

− nzzz
z

4����$ ��� 	 4��	
� 

����� ��
�����, ��� ��� 1<z . ������	�� �	� 4
������� ���
>�-
���, 4
����$ 

( )( ) ...,
2

11...
2
11

2
11

2
1

21
1

1
3

32 +�
�
�

	


� −++�

�
�

	


� −+�

�
�

	


� −+=

−− =
n

n zzz
zz  

�
 ���� 

12
11 +−= nnc  ( )...,2,1,0=n , 0=−nc  ( )...,2,1=n . 

�
������
� ���
>���� �	������ ���
$ '���
��. 

2. ����
'����  	
���� 21 << z . ��� 
2
1

2
1 −−=
−z  

...
2

...
22 13

2

2 −−−−− +n

nzzz  
������� ��
��D�$��, ��� ��� 2<z , �
 ��� 

......1
1

1 2 +++++=
−

− nzzz
z

����
�����, 4
�
$� ��
 1>z ; 4
H�
$� 

4
������� ���
>���� �$���$ �����ED�$: 

...1...11

...1111
11

11
1

1

2

2

−−−−−=

=�
�
�

	


� +++−=

−
⋅−=

−
−

nzzz

zzz
z
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A ����$����	��$
$ �
���� 4
������� ��� ��
�����, ��� ��� 

1>z  �, ����
	������
, 11 <
z

. 

������	�� ����, 4
����$ 

( )( )

...,1...11

...
2

...
222

1
21

1

2

13

2

2

−−−−−

−−−−−−=
−− +

n

n

n

zzz

zzz
zz  

�
 ���� 12
1
+−= nnc  ( )...,2,1,0=n , 1−=−nc ( )...,2,1=n . 

3. ����
'����  
������ 2>z . ��	����	
 

...1...11

...1111
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1

1

2

2
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�
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−
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−
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nzzz

zzz
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zz
 

�
���������, ��� ��� ���� 2>z , �
 ;1>z  �
 ��� 	 4��	
� ����� ��-

	����	� ...
2

...
222

1
2

1
13

2

2 −−−−−−=
− +n

nzzz
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 ����
�����. P�$���$ H�
 

��	����	
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1 1
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�
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−
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−

n

n

zzzzzz
z

zz
 . 

P���� ��� 	 4��	
� ����� ��
�����, ��� ��� 2>z  �, ����
	������
, 

12 <
z

. ������	�� �	� 4
������� ���
>����, 4
����$ 

( )( ) ...,12...121
21

1 1

3

2

2 +−++−+=
−−

−

n

n

zzzzz
 �
 ���� ( )...,2,1,00 == ncn , 

( )...,2,112 1 =−= −
− nc n

n . 
�	��� 2. A����	 1=a , �����$ ���
>���� 	 ��� &
����  

	 �������� 
������� ����$
�����
� 	�?� #������ 
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( ) ( )( )21
1
−−

=
zz

zf . �
���
�$ �	� ����
	�� 
������ � �����
$ 	 �
�-

�� 1=z  (���. 17): 

 
���. 17 

1) ����, � �
�
�
�
 ������ 
����� 110 <−< z ; 

2) 	��?�
��� ����� 11>−z . 
A ��>�
� � H��� 
������� 

#������ ( )zf  ����������, � �� 
������� �$��� 
�
��� �
���. 

���
>�$ 	 ��>�
� � H��� 

������� #�����E ( )zf  4
 ���-
4���$ ���
��� ( )1−z . 

1. ����
'����  
������ 110 <−< z . !�� � 	 4��$��� 1, 4
��-

��$ ( )( ) 1
1

2
1
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−
−

−
=

−− zzzz
; ( ) ( )( 11
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1

2
1 +−+−=

−−
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−
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zz  
( ) ( ) ),...1...1 2 +−++−+ nzz 4����$ ��� 	 4��	
� ����� ��
�����, ��� 

��� 11<−z . ����
	������
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1
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1 2
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�
 ���� ( )...,2,1,01 =−= ncn , 11 −=−� , 0......32 ===== −−− n��� . 
2. ����
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4����$ ��� 	 4��	
� ����� ��	����	� ��
�����, ��� ��� 11>−z   
�, ����
	������
, 1

1
1 <
−z

. 9���, 

( )( )

( ) ( ) ( )
,...

1
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1
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1
1

1
1

2
1

21
1

32 +
−
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+
−
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=
−

−
−

=
−−

nzzz

zzzz
 

�
 ���� ( )...,2,1,00 == ncn , 01 =−c , 1...32 ==== −−− nccc . 
 

* * * 
 
�
��>�$ ������	���
��� ���
>���� #������ 	 ��� &
����, 

�
 ���� ���
>���� 	��� 
( ) ( ) ( )
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9��$� ��
	�$�, �
��>�$, ��
 ���� %��	��& ( )zf  &�&���&  
 ��	
�
!
� 	
���� � ����!
�  �
�	� az=  ����������	
�, �
 �� 
��+������ ��( !�������( !&�
 �	�����
$
 ���, �(
�&+�(�&  
 *�
� 	
���� � ����+�( �
�� ����
� %��	��� ( )zf . 

A ��$
$ ����, ���� 	 ���
�
�
$ ����
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$ ��������
	���� 4
�������
 ���� ������� 	�� �����, 
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6. �0�'�������+� �(�G+� ����� 
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�
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21 , ��� .0≠mc  
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�(�G�) ����� 
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��� #������ ( )zf  $
>��  
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  �
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���
�� ��'�+���  
������ ���������
��� %��	��� ( )zf  ��-
�	���
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���!� γ, �
��!'�+��� ����������� 
�
��� �
�	� 

0z  %��	��� ( )zf . ��� 
�
������� 	����� 
����
 4��$���E��� 
	���>���� A�� ( )[ ]0, zzf  ��� ( ) 0,res zzf . F��	���
, ��
 ���� �
��� 

0z  �	������ 4��	����
� ��� �������$
� 
�
�
� �
��
� #������ 
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�
�
� �
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�
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��-
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��� �
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�����
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� �����������
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#������ $
>�� ���� �$����
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�	
���� 
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#������ 	 ���
�
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����� ��������
-
	����. ����
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�������	
 
4�������� 
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 � 
��
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�
>���� ��
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�������$ ��4��� � ������ 	�>���?�� �#�� 4��$������ 		�-

������ 4
�����. A���$� ��D���	���
� ��� ��
��������
�
 ���-
�$
������ � ���

������ 4����������� 4���
>���� �	������ 
�����ED�� ��
��$�. 

������� 9.1. "������� 
������ 
���		 ����
��. ����� 
%��	��& ( )zf  &�&���& ����������	
� ����  ���	���
� 
������ 
J , �� ��	�������� 	
����
$
 ����� ��
��!
����( 
�
��( �
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�
� �
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����� J, �!
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�����  �
�
'������
� ���!������. 
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	���������
. A�����$ ��>��E � 
�
��� �
��� kz  �-

$�����$ �
����
$ kγ , �� �
���>�D�$ 	����� ������ 
�
��� �
-
���, ��
$� �
��� kz . ����$
���$ $�
�
�	���E 
������, 
�����-
�����E �
����
$ ) � 	��$� �
�����$� kγ  (���. 19). A����� H�
� 

������ #������ ( )zf  	�E�� �	������ �����������
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���
 4�
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�
��� �
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������	���
 	�������� ��������, ��
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� �����. A �������?�$ $� ����$
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4
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�$���, � ������ 		���$ �D� 
��
 4
����� – 4
����� 
	����� 	 ����
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�
�

� ′ ~,res . 

����� �
��� kz  �	������ 4
�E�
$ 4
����� kp  #������ ( ).zf  
'
��� 	 
������
��� H�
� �
��� #������ ( )zf  �$��� 	�� 

( ) ( )
( ) kp

kzz
zfzf

−
= 1 , ( ) 01 ≠kzf , 4����$ �
��� kz  �	������ 4��	����
� 

�
��
� #������ ( ).1 zf  �
H�
$� ��� �
����#$�����
� 4�
�	
��
� 
#������ ( )zf  	 
������
��� �
��� kzz=  4
����$ 	���>���� 

( ) ( )
( )zf
zf

zz
pz

k

k

1

1′+
−

−=ϕ . F��E�� �������, ��
 �
��� kz  ���>� �	������ 

4
�E�
$ 4��	
�
 4
����� #������ ( )zϕ , 4����$ 	���� 	 H�
� �
��� 
��	�� kp− . 9���, 	 4
�E�� 4
����� kp  �
����#$������� 	���� 
#������ ( )zf  ��	�� 4
����� 4
�E��, 	��
$� �
 ���
$ $����: 

( )
( ) kk pz
zf
zf −=�

�

�
�
�

� ′
,res . 

 
�����
 �	��� ����� ����	
	������ �����		 

 
�
�������� ��������� 4
	
��E� �
����� 	�>��E ��
��$�. 
������� 9.3. ����� %��	��& ( )zf  &�&���& ����������	
� 

����  ���	���
� 
������ J , �� ��	�������� 	
����
$
 ����� 
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��'�+�( ���!� J ��
��!
����( 
�
��( �
��	 kz , &�&�+�(�& 
�
������, � ����� ( )zf  �� 
�!�+����&  ���� ��  
��
� �
�	� 
$!����� ) 
������ J. 4
$�� !���
��� ��'�� �
���� ����
� ����� 
� �
���� ����
� �
���
 %��	��� ( )zf   
������ J 
�!����&���& 

�!�'����� ( )
( ) .

2
1 ζ

ζ
ζ′

π
=− �

+Γ

d
f
f

i
PN  

�
� 4
���$ ����
$ ����� (4
�E�
	) 4
��$����� ����
 ����� 

N (����
 4
�E�
	 P) � ����
$ �� �����
���: �
=

=
n

k
knN

1
, �

=
=

p

k
kpP

1
. 

0
	���������
. 9������� 4
 ) 
� #������ ( ) ( )
( )zf
zfz

′
=ϕ  $
>�� 

���� 	������� � 4
$
D�E 
��
	�
� ��
��$� ��
��� 	����
	; ��� 
��� 	�� 
�
��� �
��� #������ ( )zϕ  – H�
 ���� � 4
�E�� #������ 

( )zf , � 	����� 	 ��� 
4������E��� #
�$���$� ( )
( ) kk nz
zf
zf =�

�

�
�
�

� ′ ~,res   

� ( )
( ) kk pz
zf
zf −=�

�

�
�
�

� ′
,res , �
 ( ) ( )[ ] 2,res2

11
nizzid

n

k
k

M

m
m 	

	



�
−π=ϕπ=ζζϕ �� �

=Γ =+  

( ),2
1

PNip
p

k
k −π=�
�
�

�
−�

=
 ��
 � �
���	��� ��
��$�. 

�
��>�$ 4�
��
� ��
$���������� �$��� �
�����
� ��
��$�, 
��� ���
 4��
�����$ ��������, ��
�D�� 	 4��	
� ����� ��	����	� 

( )
( ) ζ
ζ
ζ′

π
=− �

+Γ

d
f
f

i
PN

2
1 : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ).arg
2
1ln

2
1

argln
2
1ln

2
1

2
1

��

���

++

+++

ΓΓ

ΓΓΓ

ζ
π

+ζ
π

=

=ζ+ζ
π

=ζ
π

=ζ
ζ
ζ′

π

fdfd
i

fifd
i

fd
i

d
f
f

i  

�����	�������� #������ ( )ζfln  – 
��
������, 4
H�
$� �� 
	������� (�$������) 4�� 
��
�� �
��
� ζ �$����
�
 �
����� ) 
��	�� ���E. ����
	������
, 4��	
� ������$
� 	 4��	
� ����� ��	-
�
 ���E. A�
�
� ������$
� 4������	���� �
�
� 4
���E  	������E  

������������ ��	���� 

113 
 

����$���� #������ ( )ζf  4�� 
��
�� �
��
� ζ �$����
�
 �
����� ), 

�������E �� 2π. 9���, ( )[ ] +Γπ
=− zargVar

2
1 fPN . "���$ �
���>��� 

������� #������ ( )zfw=  �
���$� �� �
$4�����
� 4�
��
��� w. 
'�� ��� #������ ( )zf  ��4����	�� 	 
������ J , �
 4�� 4
��
$ 
�-
�
�� �
��
� z �
����� ) �� 4�
��
��� z �

�	����	�ED�� �
��� w 

4���	��� ���
�
��� �$������ �
���� C. ��� H�
$ �
��� 0=w  
$
>�� 
������� ��� 	�����, ��� � 	�� 
������, 
���������
� �
�-
���
$ C. A 4��	
$ ������ 	������� ����$���� w 4�� 4
��
$ 
��
-
�� C ��	�� ���E, 	
 	�
�
$ ������ 
�� 
4���������� ����
$ 4
�-
��� 
��
�
	 	
���� �
��� 0=w , �
�
��� �
	��?��� �
��� w 4�� 
�	�>���� 4
 �
����� C. ��� H�
$ �
��� w $
>�� 
��
���� �
��� 

0=w  ��� 4
 ���
	
� ������� (	 
����������
$ ��4��	�����), ���  
� 4�
��	 ��� (	 4
�
>������
$ ��4��	�����). 9���, ���
��� $�>-
�� 4
���$ ����
$ ����� � 4
�E�
	 #������ ( )zf  	 
������ J 

4���������� ����
$ 
�
�
�
	, �
�
��� �
	��?��� �
��� ( )zfw=  
	
���� �
��� 0=w  4�� 4
�
>������
$ 
��
�� �
��
� z �
����� ). 
J�� �

���>���� ����
 
���	�E��� ��D���	����$� 4�� 4
������ 
����� ����� �����������
� #������ 	 �����
� 
������. ��� H�
$ 
	
 $�
��� ������� 	��������� $
>�
 ���������
 
�������� ���-
�
���� �����ED�� ��
��$�. 

������� 9.4. ������� &���. ����� %��	��� ( )zf  � ( )zϕ  &�&-
���& ����������	���  ���	���
� 
������ J , �!���� �� $!����� 
) 
������ J ����� ����
 ��!�����
 ( ) ( )ΓΓ ϕ> zzf . 4
$�� �
��
� 
����
 �����  
������ J %��	��� ( ) ( ) ( )zzfzF ϕ+=  !��
 �
��
�� 
����� ����� %��	��� ( )zf . 

0
	���������
. ��� #������ ( )zf  � ( ) ( ) ( )zzfzF ϕ+=  	�-
4
����� 	�� ���
	�� ��
��$� 9.3. �����	������
, #������ ( )zf  �� 
�$��� 
�
��� �
��� �� ) (
�� ���������� 	 J ) � �� 
���D�����  
	 ���� �� ) 	 ���� ����	����	� ( ) ( )ΓΓ ϕ> zzf . J�� ���
	�� ���>� 
	�4
����� ��� #������ ( )zF , ��� ��� ( ) ( ) ( ) ≥ϕ+=Γ zzfzF  

( ) ( ) 0>ϕ−≥ ΓΓ zzf . �
H�
$� �� 
��
	���� #
�$��� 

������
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( )[ ] +Γπ
=− zargVar

2
1 fPN  4
����$ ( ) ( )[ ] ( )[ ]Γϕ+

π
=ϕ+ fzzfN argVar

2
1  

� ( )[ ] ( )[ ]Γπ
= zfzfN argVar

2
1 . 

����$
���$ ���
��� 

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

,1argVar
2
1

argargVar
2
1

Γ

Γ

�
�

�
�
�

�
�
�

�
	



� ϕ+
π

=

=−ϕ+
π

=−ϕ+

f

ffzfNzzfN
 

��� ( )
f

fff ϕ+=−ϕ+ argargarg . 

 

���. 22 

A	���$ #�����E ( )
( )zf
zw ϕ+=1 ; 

����
 �	�����, ��
 4�� 
��
�� �
�-
�
� z �
����� ) �

�	����	�ED�� 
�
��� w 
4�?�� �$�����E ���-
	�E C, �
�
��� 	 ���� ���
	�� 
( ) ( )ΓΓ ϕ> zzf  ����� �����
$ ��-

>��� 	����� ���
�
�
�
 ����� 
11 0 <ρ≤−w  (���. 22). '���$ 
���-


$, �
��� 0=w  ��>�� 	�� ���	
� C. 
����
	������
, [ ] 0argVar =Γw , ��
 � �
���	��� ��
��$�. 

�	���. /���� 4
��
� ����
 ����� #������ 
( ) 125 58 +−−= zzzzF  	����� �������
�
 ����� 1<z . �������	�$ 

#�����E ( )zF  	 	��� ( ) ( ) ( )zzfzF ϕ+= , 4
�
>�	 ( ) 15 5 +−= zzf   
� ( ) zzz 28 −=ϕ . '
��� ( ) 415

1
5

1 =−−≥
== zz zzf , 

( ) 32 11
8

1 =+≤ϕ === zzz zzz , 
����� ( ) ( ) 01 >ϕ>= zzf z . ����
	�-

�����
, 4
��
� ����
 ����� 	 
������ 1<z  #������ ( )zF  ��	�
 
4
��
$� ����� ����� #������ ( )zf , �
�
��� �$��� 4��� �����: 

( )4,3,2,1,0
5
1 5

2
5 ==

π

kez
ki

k . 

������������ ��	���� 
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A�>��$ 4�����4������$ ������	��$ ��
��$� ��?� �	������ 
�����ED�� ��
��$�. 

������� 9.5. "������� 
������ ������ ��!����. �
���
� n-
� ������� ����� �� 	
����	��
� ��
�	
��� !
�
 n ����� (� ���-
�
� �( 	!���
���). 

0
	���������
. �������	�$ 4
���
$ ( ) nzazF += 0  
n

n aza +++ − ...1
1  	 	��� ( ) ( ) ( )zzfzF ϕ+= , 4
�
>�	 ( ) nzazf 0= , 

( ) n
n azaz ++=ϕ − ...1

1 . �
���	�$ 
��
?���� ( )
( ) n

n

za
a

za
a

zf
z 1...1

00

1 ⋅++⋅=ϕ . 

&���
 �	�����, ��
 4�� �E��� ������� �������� �
H##������
	 
naaa ...,,, 10  	����� �������� ���
� ������� 0R , ��
 ��� 	��� ����-

��� 0RRz >=  �$��� $���
 ����	����	
 ( )
( ) 10 <ϕ<

=Rzzf
z . A ���� 

��
��$� ��?� 
��E�� �������, ��
 4
��
� ����
 ����� #������ 
( )zF  	 ����� Rz =  ��	�
 ����� ����� #������ ( ) nzazf 0=  	 H�
$ 

�����. /
 #������ ( ) nzazf 0=  �� 	��� �
$4�����
� 4�
��
��� 
�$��� ������	����� n-������� �
�� – �
��� 0=z . A ���� 4�
�-
	
���
��� 0RR≥  
��E�� � 	������� ��	��>����� ��
��$�. 

 

������
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�������	
��	 ����� 
 

��$� 1. ��������%� 	���! 
 

�
����	���� ����
� ���	����� 	���>���� 	��� iyx+ , 	 �
-
�
�
$ x � y – 	�D���	����� �����, � i – ���
�
��� ��$	
�, ���� 4�� 
H�
$ 4������ �����ED�� ���
	��: 

1) ( ) ;11,0, iiyiyixyix =−=+=+  
2) iyxyix 11 +=+  �
��� � �
���
 �
���, �
��� 1xx=  � 1yy= ; 
3) ( ) ( ) ( ) ( )iyyxxiyxyix 1111 +++=+++ ; 
4) ( )( ) ( ) ( )iyxxyyyxxiyxyix 111111 ++−=++ . 
9 ���
	�� 1 � 4 4
����E��� ���4��� ����� i: 

iiiiii ==−=−= 5432 ,1,,1  � �. �. 
!
$4�����
� ����
 iyx+ , 	 �
�
�
$ 0=x , 0≠y , ���	����� 

������ ����
�. Q���
 i ���	����� ����
� ��������. 
0�����& ��� 	
����	����� �������. ��
>����, 	��������, 

�$�
>���� � 	
	������ 	 ���4��� �
$4������� ����� $
>�
 	�-
4
����� 4
 4��	���$ H��� �����	�� ��� $�
�
�����$� � �$��
� 
���4���� ����� i 4
 #
�$���$. 

������� �
$4�����
�
 ����� � �	������� �
��� � �
$-
4�����
�
 ����� 
4������E��� ��� �����	�� 
�������. 

4!�$
�
���!����	�& %
!�� 	
����	��
$
 �����. !
$4�����
� 
����
 iyx+  
4���������� 4��
� 	�D���	����� ����� ( )yx,  � 4
-
H�
$� �
���>����� �
��
� M(x, y) 4�
��
��� ��� �� ������-
	���
�
$ OMr = . ����� H�
�
 	���
�� 22 yxr +=  ���	����� �
-
����� �
$4�����
�
 �����, � ��
 ��
� ϕ � 
��E Ox – �!$�����
� 
�
$4�����
�
 �����. '�� ��� ϕ=ϕ= sin,cos ryrx , �
 

( )ϕ+ϕ=+ sincos iryix . 
0�����& ��� 	
����	����� �������  �!�$
�
���!����	
� 

%
!��: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( );sincossincossincos 111111 ϕ+ϕ+ϕ+ϕ=ϕ+ϕ⋅ϕ+ϕ irririr

( )
( ) ( ) ( )( );sincos

sincos
sincos

11

1111

ϕ−ϕ+ϕ−ϕ=
ϕ+ϕ
ϕ+ϕ i

r
r

ir
ir  

������������ ��	���� 
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( )( ) ( );sincossincos ϕ+ϕ=ϕ+ϕ ninrir nn  

( ) ,2sin2cossincos �
�
�

	


� π+ϕ+π+ϕ=ϕ+ϕ

n
ki

n
krir nn

 
��� .1...,,1,0 −= nk  

�	� 4
������� #
�$��� ���	�E� %
!������ #��!�. 
2
!���� =���!�: ϕ+ϕ=ϕ sincos iei . 
5
$�!�%� 	
����	��
$
 �����: ,2lnln 0 ikirz π+ϕ+=  ��� 0ϕ  – 

������� ����$���� ϕ, ��
	���	
��ED�� ����	����	�$ .π≤ϕ<π−  
A���>���� 0ln ϕ+ ir  ���	����� $����� ��������� �
����#$�. 

 
'����	 ��� �����
��
��(��!� �����	� 

 
1. A�4
����� �����	��: 
�) ( )( )ii 2332 −+ ; 
���: i512+ ; 
�) ( )( )biabia −+ ; 
���: 22 ba + ; 
) ( )223 i− ; 
���: i125− ; 
$) ( )31 i+ ; 
���: i22 +− ; 

�) 
i
i

−
+

1
1 ; 
���: i; 

�) 
i

i
+1
2 ; 
���: 1+i. 

2. ��?��� ���	����� � 4�
	����� ��?���� 4
�����
	�
� �
����: 
�) 0252 =+x ; 
�) 0522 =+− xx ; 
) 01342 =++ xx . 

3. /����: 
i
1; 

i
i

+
−

1
1 ; 

i31
2
−

; ( )53 i− ; ( )331 i+ . 

4. 9
������ �
$4������� ����� 	���
��$�, 
4�������� �� 
$
���� � ����$���� � �4����� 	 ����
�
$��������
� #
�$�: 

�) 3=z ; 
�) 2−=z ; 
) iz 3= ; 
$) iz 2−= ; 
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�) iz 22 −= ; 
�) 31 iz += ; 
') iz −−= 3 ; 

�) 22 i+− ; 
���: �
�
�

	


� π+π

4
3sin

4
3cos2 i ; 

�) ( )α−+α cos1sin i ; 
���: �
�
�

	


� α+αα

2
sin

2
cos

2
sin2 i . 

Q���� � ������ 4 �4����� 	 #
�$� ireϕ  4�� .π≤ϕ<π−  
5. �
���
��� 
������ �
��� 4
 ���
	��$: 
�) 3<z ; 

�) 
��

�
�
�

π<ϕ<π
<

2

2z
; 

) 
��

�
�
�

π−<ϕ<π−

<<

2

42 z
 

6. �
�����, ��
 21 zz −  ���� �����
���� $�>�� �
���$� 1z  � 2z . 
7. ���� �
��� iz 320 +−= . �
���
��� 
������ �
��� z, ��� �
-

�
��� 10 <− zz . 
8. Q���
, �
4��>���
� � z, 
�
�������� z . �
�����, ��
 

2zzz =⋅ . 
9. A�������� 4
 #
�$��� ���	��: 
�) ( )101 i+ ; 
���: 32i; 
�) ( )631 i− ; 
���: 64; 
) ( )31 i+− ; 
���: ( )i+12 ; 

$) 
4

4
sin

4
cos1 �

�
�

	


� π+π+ i ; 
���: ( )i2232 + ; 

�) ( )33 i+ ; 
���: 8i. 
10. A������ α3sin  � α3cos  ���� #������ ���� α, ��4
���� 

�
>����	
 ( ) .3sin3cossincos 3 α+α=α+α ii  6���: −α=α 3 3cos3cos  
αα− 2sincos3 , α−αα=α 32 sinsincos33sin  ��� −α=α cos43cos 3  

α− cos3 , α−α=α 3sin4sin33sin . 

������������ ��	���� 
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11. /���� 	�� ������� 6 1=z  � �
������ �� ������-

	���
��$�, 4
���
�	 ���� ������
$ 1. 6���: ,
3

sin
3

cos π+π kik
 

5,...,1,0=k . 

12. /����: 

�) 3 1; 
���: 1, 
2

31 i±− ; 

�) 3 i ; 
���: 
2

3, ±− ii ; 

) 6 1− ; 
���:
 2

3, ii ±±± ; 

$) 3 22 i+− ; 
���: ;1 i+  i
12
11sin

12
11cos2 ≈�

�
�

	


� π+π  

i365,036,1 +−≈ ; ii 36,1365,0
12
19sin

12
19cos2 −≈�

�
�

	


� π+π ; 

�) i ; 
���:
 2

1 i+± ; 

�) 3 1 i+− ; 
���: ( ) ��� 285,165,45,sincos26 =ϕϕ+=ϕ i ; 

') 4 388 i+− ; 
���: ( ) ( )31,32 ii +−±+± . 
13. ��?��� �	�������� ���	�����: 
�) 083 =+x ; 
���: 31;2 i±− ; 
�) 044 =+x ; 
���: 31 i±± . 
14. /���� ���	�
� ������� �
����#$�: 
�) ( )2ln − ; 
���: iπ+2ln ; 

�) ( )i+1ln ; 
���: 
4

2ln
2
1 iπ+ ; 

) iln ; 
���: 
2
iπ ; 

$) ( )yix+ln ; 
���: 
x
yiyx arctgln 22 ++ ; 

�) ( )i22ln − ; 
���: i
4

2ln
2
3 π− . 



��	���� �
�����	
� ������		
�. ��
��� � �������� 

120 
 

15. /���� ��$$� nxxxx sin...3sin2sinsin ++++ . 

�	������: 4
 #
�$��� J����� �$����� 
i
eex

xixi

2
sin

−−=  � �. �. 

6���: 

2
sin

2
1sin

2
sin

x

xnnx +

. 

16. /���� ��$$� nxxxx cos...coscoscos ++++ 32 . 6���: 

2
sin

2
1cos

2
sin

x

xnnx +

. 

17. �
����� �
>����	
 
( )( )( )1144cos2172cos211 225 +−+−−=− �� xxxxxx . 

18. A��������: 

�) 
i
i

34
34

+
− ; 
���: 

25
247 i− ; 

�) ( ) ( )33 biabia −−+ ; 
���: ( )ibab 2232 − . 
19. 9
������ �
$4������� ����� 	���
��$�, 
4�������� �� 

$
���� � ����$����, �4����� 	 ����
�
$��������
� #
�$�  
� 	 #
�$� ireϕ  4�� –Y < `< Y: 

�) iz 44+= ; 
���: 424
i

e
π

; 

�) 31 iz +−= ; 
���: 3
2

2
i

e
π

; 

) iz −=1 ; 
���: 42
i

e
π−

; 
$) 5=z ; 
���: ( )0sin0cos5 i+ ; 

�) iz −= ; 
���: 2
i

e
π−

; 

�) 22 −−−=z ; 
���: 4
3

2
i

e
π−

. 
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20. �
���
��� 
������ �
��� z 4
 ���
	��$ 

��

�
�
�

π<ϕ<π
<<

4
3

4

31 z
 

21. ���� �
��� iz 430 −= . �
���
��� 
������ �
��� z, ��� �
�
-
��� 50 <− zz . 6���: �
��� 	����� ����� � �����
$ ( )0zC  � 5=r . 

22. A�������� 4
 #
�$��� ���	��: 
�) ( )61 i− ; 
���: 8i; 

�) ( )3122 i+ ; 
���: ( )31512 i− ; 

) 
6

3
sin

3
cos1 �

�
�

	


� π+π+ i ; 
���: –27. 

23. A������ α4sin  � α4cos  ���� #������ ���� α, ��4
���� 
�
>����	
 ( ) α+α=α+α 4sin4cossincos 4 ii . 

24. /���� 	�� ������� �
���� � �
������ �� ������-
	���
��$�: 

�) 4 1− ; 
���: 
2

1 i±± ; 

�) 5 1; 
���: ϕ=ϕ sincos i , ��� ����� 288,216,144,72,0=ϕ . 
25. ��?��� ���	�����: 
�) 083 =−x ; 
���: 31,2 i±− ; 
�) 0646 =+x ; 
���: ii ±±± 3,2 ; 
) 0814 =−x ; 
���: i3,3 ±± . 
26. /���� ��$$� ( )xnxxx 12cos...5cos3coscos −++++  (�$. �-

����� 15); 
���: 
x

nx
sin2

2sin . 

 
 

��$� 2. 
������ ��������� ���������.  
������%����6 

 
����� �
$4������� 4���$����� iyxz +=  4����$��� 	��	
-

$
>��� ������� � ���
�
�
�
 $�
>���	� Z. G��� ��>�
$� ����-
��E z � Z $
>�
 4
���	��� 	 �

�	����	�� 
��
 ��� ����
���
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������� ����
� �
$4�����
� 4���$���
� ivuw += , �
 �
$4����-
��E 4���$����E w ���	�E� %��	���� z 	 
������ Z � 4�?�� 

( )zfw= . 
������� ( )zfw=  ���	����� 
��
�����
�, ���� ��>�
$� ��-

����E z � $�
>���	� Z $
>�
 4
���	��� 	 �

�	����	�� �
���
 

��
 ������� w. G��� >� ��D���	�E� ������� z, ��>�
$� � �
-
�
��� $
>�
 4
���	��� 	 �

�	����	�� ����
���
 ������� w, �
 
#������ ( )zfw=  ���	����� ��
$
�����
�. 

G��� ivuw +=  ���� #������ 
� iyxz += , �
 ��>��� � 4���-
$����� u � v �	������ #������� 
� x � y, �
 ���� ( )yxuu ,= , 

( )yxvv ,= . F�����
, ���� ( ) ( )yxviyxuw ,, += , ��� ( )yxuu ,=   
� ( )yxvv ,=  – 	�D���	����� #������ x � y, �
 w $
>�
 ����$����-
	��� ��� #�����E �
$4�����
� 4���$���
� iyxz += . �����	�����-
�
, ��>�
$� �
$4�����
$� ����� iyxz +=  �

�	����	��� 
4����-
������ 4��� 	�D���	����� ����� ( )yx, , � H�
� 4��� �

�	����	��� 

��
 ��� ����
���
 ������� w. 

)
	
���, ��
 
��
������ #������ ( )zfw=  4�� cz→  �$��� 

4���������� 4����� C (c � C – �
$4������� �����), ���� ��� 	��-
�
�
 ����� 0>ε  �������� ���
� ����
 0>δ , ��
 � ����	����	� 

δ<−cz  ������� ����	����	
 ( ) ε<−Czf . A H�
$ ������ 4�?�� 
( ) Czf
cz

=
→

lim . 

������� ( )zfw=  ���	����� ���!�!��
�  �
�	� 0z , ���� 
( ) ( )0
0

lim zfzf
zz

=
→

. �������, ��4����	��� 	 ��>�
� �
��� ���
�
�
� 


������ D, ���	����� ���!�!��
�  *�
� 
������. 
����$
���$ 
������ D, 
����������E �$����
� ����$
4�����-

��ED���� ������ ). J�� 
������ ���	����� 
��
�	��
� (���. 23). 
 
G��� 
������ D 
��������� �	�$� �$�����$� �� 4�������E-

D�$��� � ����$
4�������ED�$��� �����$� 1Γ  � 2Γ , �
 
�� ���-
	����� �	��	��
� (���. 24). 
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���. 23 

 
���. 24 

 
����� 1Γ  – 	��?��� 

�����, � 2Γ  – 	���������. 
F������ ����� �	��	��
� 
� 	 �
$ ������, ���� ����� 

2Γ  	��
>������ 	 �
��� ��� 
	 ���� ��4����	�
� �����. 
%���
����
 $
��� ���� 

4�������� ����- � ����-
����	���� (���. 25) 
������ 
� �. �. 

 
���. 25 

������� �
$4�����
� 4���$���
� ze , zsin , zcos , zsh , zch  

4������E��� ��� ��$$� �����ED�� ���
	, ��
��D���� 	
 	��� 
4�
��
��� �
$4�����
� 4���$���
�: 

;...
!2!1

1
2
+++= zzez

 

...;
!5!3!1

sin
53
−+−= zzzz

 

...,
!6!4!2

1cos
642
+−+−= zzzz

 

...;
!5!3!12

sh
53
+++=−=

− zzzeez
zz

 

...
!4!2

1
2

ch
42
+++=+=

− zzeez
zz

. 
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��� #������ �
$4�����
� 4���$���
� �4��	����	� %
!���� 
=���!�: zizeiz sincos += , � �
�
�
� �������, ��
 ziiz sinsh = , 

ziz cosch = . 
9	������ � H��$������
� $���$����� #
�$��� 

2121 zzzz eee +=⋅ , 21
2

1 zz
z

z
e

e
e −= , ( ) 212121 sincoscossinsin zzzzzz ±=±   

� ( ) 212121 sinsincoscoscos zzzzzz �=±  �4��	����	� � ��� �
$4����-
��� ������� ����$���
	 1z  � 2z . 

F�D�� ���4����� #������ azw= , ��� ia β+α=  – �E�
� �
$-
4�����
� ����
, 
4���������� ��	����	
$ zaa ez Ln= . J�� #������, 
	

�D� �
	
��, $�
�
�����; �� ���	�
� ������� zaa ez ln= . 

F�D�� 4
���������� #������ zaw=  ( 0≠a  – �E�
� �
$-
4�����
� ����
) 
4���������� ��	����	
$ azz ea Ln= . G� ���	�
� 
������� azz ea ln= . 

������� nz
1

 (n – ���
� 4
�
>������
� ����
), zln , zarcsin , 
zarccos , zarctg  �	��E��� $�
�
�����$� � 
4������E��� ��� 
�-

������ 4
 
��
?���E � #������$ nz , ze , zsin , zcos , 
z
zz

cos
sintg = :  

( )
( )

.Ln
2

Arcctg

;
1
1Ln

2
Arctg

;1LncosArc

;1LnsinArc
2

2

iz
iziz

iz
iziz

zziz

ziziz

−
+−=

−
+−=

−+−=

−+−=

 
)��	��� ������� 
������� ����
�
$���������� #������ 

arcsinz, arcosz, arctgz, arcctgz 4
����E���, ���� ����� ���	��� ����-
��� �

�	����	�ED�� �
����#$������� #������. 

&
����#$������� #������ zLn , ��� 0≠z , �	������ $�
�
-
����
� � 
4���������� ��� #������, 
������� 4
��������
�, 4��-
��$ ,2arglnLn ikzizz π++= ...,3,2,1,0 ±±±=k . )��	��$ ������-
�$ Ln z ���	����� �������, �
�
�
� 4
�������� 4�� 0=k ; 
�
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�
�������� zln : zizz arglnln += . F��	���
, ��
 
ikzz π+= 2lnLn , ( ...,3,2,1,0 ±±±=k ). ����
� 	������ �4���: 

( )ikz π+ϕ+ρ= 2lnLn , ( ...,3,2,1,0 ±±±=k ), ��� z=ρ  � zarg=ϕ . 
�4��	����	� �����ED�� �

��
?����: 

( ) ;LnLnLn 2121 zzzz +=  

.LnLnLn 21

2

1 zz
z
z −=��
�

�
		



�  

 
'����	 

 
1. ���� #������ zzw += 2 . /���� �� �������: �) 4�� iz +=1 ; 

�) 4�� iz −=2 ; ) 4�� iz= ; $) 4�� 1−=z . 
��1���� 
�) ( ) iiiiiw 31112111 2 +=++−+=+++= ; 
�) ( ) ( )iiiiw −=−+−−=−+−= 151214422 2 ; 
) iiiw +−=+= 12 ; 
$) 011 =−=w . 
2. ���� #������ ( ) 22 iyxzf += , ��� iyxz += . /����: �) f(1 + 2i); 

�) f(2 – 3i); ) f(0); $) f(–i). 
��1���� 
�) ( ) iifyx 4121,2,1 +=+== ; 
�) ( ) iifyx 9432,3,2 +=−−== ; 
) ( ) 0000,0,0 =+=== ifyx ; 
$) ( ) iifyx =−−== ,1,0 . 
3. �
�����, ��
 #������ zw =  ��4����	�� 4�� �E�
$ ����-

��� z. 
��1����. '�� ��� ���
��� �	�� 

��
�
� �����
������ �� �
��?� ���-
���� ��
 ��
�
��, �
 00 zzzz −≤−  
(���. 26). ����� ε<δ<0 . '
��� � ����-
	����	� δ<− 0zz  ������� ����	����	
 

ε<− 0zz , �
 ���� 0
0

lim zz
zz

=
→

. '���$ 


���
$, z  – ��4����	��� #������. ���. 26 
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4. �
�����, ��
 2zw=  – ��4����	��� #������ 4�� �E�
$ 
������� z. 

��1����. 9$��$ ( )( )00
2
0

2 zzzzzz +−=− . G��� 0zz→ , �
 ��D�-
��	��� ���
� 4
�
>������
� ����
 M, 4�� �
�
�
$ 	�4
���E��� 
����	����	� Mz < , Mz <0 . /
 000

2
0

2 zzzzzzzz −<+⋅−=−  ×  

× ( ) .2 00 zzMzz −<+  A
�$�$ 
M2
ε<δ . 9 ����	����	� δ<− 0zz  

�������, ��
 
M

MMzz
2

222
0

2 ε⋅<δ<− , �
 ���� ε<− 2
0

2 zz . 9���, 
2
0

2

0
lim zz

zz
=

→
, �
 ���� 2zw= – ��4����	��� #������. 

5. /���� ( )i+3ln . 

��1����. 9$��$ iz += 3 , 2==ρ z , 
63

1arctgarg π===ϕ z , 

( ) iki �
�
�

	


� π+π+=+ 2

6
2ln3ln  ( ),...2,1,0 ±±=k . 

6. A�������� 
2

cos i  � �
��
���E �
 0,0001. 

��1����. �
��
���� ...
!6!4!2

1cos
642
+−+−= zzzz , ���
��$ 

...
2!6
1

2!4
1

2!2
11

2
cos 642 +

⋅
+

⋅
+

⋅
+=i ; 1276,1

2
cos =i . 

 
'����	 ��� �����
��
��(��!� �����	� 

 

1. ���� #������ zew= . /���� �� �������: �) 4�� iz
2
π= ; �) 

4�� ( )iz −π= 1 ; ) 4�� ikz �
�
�

	


� π+π+= 2

2
1 , ��� k – ���
� ����
. 6���: 

�) iw= ; �) π−= ew ; ) eiw= . 

2. ���� #������ ( )
iyx

zf
−

= 1 , ��� iyxz += . /����: �) ( )if +1 ; 

�) ( )if ; ) ( )if 23− . 6���: .
13

23););
2

1) ii�i� −+  

������������ ��	���� 
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3. �
�����, ��
 32zw=  – ��4����	��� #������. 

4. /���� ( )i−1ln . 6���: ( ),...2,1,0
4

22ln
2
1 ±±=�

�
�

	


� π−π+ kik . 

5. �
����� �4��	����	
��� ��	����	� 1shcos1chsin ⋅=⋅ iii . 
6. ��?��� ���	����� 2cos =z . 6���: ( )32ln +±= iz . 
7. /���� arcsini. 6���: ( )21ln ±i . 
8. A�������� sini, 4
������	 �����	�������E � $��$�E ����� 

� �
��
���E �
 0,0001. 6���: 1,1752i. 

9. /���� �
�
�

	


� +π i

6
sin . �����	�������E � $��$�E ����� 	����-

���� � �
��
���E �
 0,001. 6���: 0,772 + 1,018 i. 
10. ���� #������ ( ) zeezf = . /���� �� ������� 	 �
����:  

�) iz= ; �) iz
2

1 π+= . 6���: �) ( ) ( )( )1sinsin1sincos1cos ie + ;  

�) eie sincos + . 
 
 

��$� 3. ���"�&�%� 
������ ��������� 
��������� 

 
�!
��
��
� 
��
����
� #������ �
$4�����
� 4���$���
� 

( )zfw=  ���	����� 4����� 
��
?���� ( ) ( )
z

zfzzf
z
w

Δ
−Δ+=

Δ
Δ , ���� 

zΔ  �E��$ �4
�
�
$ ����$���� � ���E. 

'���$ 
���
$, ( ) ( ) ( )
z

zfzzf
z
wzf

zz Δ
−Δ+=

Δ
Δ=′

→Δ→Δ 00
limlim . 

�������, �$�ED�� 4�
�	
���E 4�� ����
$ ������� z, 
���	����� ��%%�!����!���
� (�
�
$���
�) 4�� H�
$ ������� z. 
G��� #������ ( )zfw=  
��
����� � �$��� �
�����E 4�
�	
���E 
	 ��>�
� �
��� 
������ D, �
 
�� ���	����� ����������	
� 	 
�-
����� D. 

G��� #������ ( ) ( ) ( )yxviyxuzfw ,, ⋅+==  ��##���������$�  
	 �
��� iyxz += , �
 	 H�
� �
��� ��D���	�E� ������� 4�
�	
���� 
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y
v

y
u

x
v

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,, , 4����$ 
�� �	���� ���
	��$� 

x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ , , 

���	��$�$� ���
�&�� �
1�–������1. 
���
	�� !
?�–��$��� – H�
 ��
�(
����� ���
	�� ��##����-

�����$
��� #������ ( )zfw=  	 �
��� iyxz += . 

F�����
, ���� ������� 4�
�	
���� 
y
v

y
u

x
v

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,,  ��4����	-

�� 	 �
��� iyxz +=  � ���
	�� !
?�–��$��� 
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ ,  	�-

4
�����, �
 #������ ( )zfw=  ��##���������$� 	 �
��� iyxz += . 
��
�	
���� #������ ( )zf  	���>����� ���� ������� 4�
�-

	
���� #������ ( )yxu ,  � ( )yxv ,  4
 #
�$���$ 

( )
x
vi

y
v

y
ui

y
v

y
ui

x
u

x
vi

x
uzf

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂=′ . 

��
�	
���� H��$�������� #������ 	������E��� 4
 �����-
ED�$ #
�$���$: 

( ) 1−=
′ nn nzz ; 

( ) zz ee =
′

; 

( ) zz sincos −=′ ; 

( ) zz cossin =′ ; 

( )
z

z 1ln =′ ; 

( )
21

1arcsin
z

z
−

=′ ; 

( )
21

1arccos
z

z
−

−=′ ; 

( ) 21
1arctg
z

z
+

=′ ; 

( ) zz chsh =′ ; 

( ) zz shch =′ . 
                                                 

1 9��
������� ���
 �� �4��	����	
 ��	��� �� ���
	��$� J�����–����$����. 
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'����	 
 
1. ��##���������$� �� #������ ( ) iyxzf += ? 

��1����. /��
��$ 0,1,1,0,, =
∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂==

y
v

x
v

y
u

x
uxvyu .  

F��
 � ���
	�� !
?�–��$��� �� 	�4
�������, ����
	������
 
������ #������ �� �	������ ��##���������$
�. 

2. ��##���������$� �� #������ ( ) ( ) xyiyxzf 222 +−= ? 

��1����. 9$��$ ,2,2;2,22 y
y
ux

x
uxyvyxu −=

∂
∂=

∂
∂=−=

 

,2y
x
v =
∂
∂

y
u

x
v

y
v

x
ux

y
v

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂ ,;2 . ���
	�� !
?�–��$��� 	�4
�-

��E���, ����
	������
 #������ ��##���������$�. '�� ��� 

( )
x
vi

x
uzf

∂
∂⋅+

∂
∂=′ , �
 ( ) ( ) zyixyixzf 2222 =+=+=′ . 

��
�	
���E ( )zf ′  $
>�
 ����� � �����: ( ) ( ) 22 zyixzf =+= , 
( ) zzf 2=′ . 

3. ��##���������$� �� #������ ( ) yieyezf xx sincos += ? 

��1����. /��
��$ yevyeu xx sin,cos == ; ye
x
u x cos=
∂
∂ , 

ye
y
u x sin−=
∂
∂ , ye

x
v x sin=
∂
∂ , ye

y
v x cos=
∂
∂ ; 

y
u

x
v

y
v

x
u

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ , . 

���
	�� !
?�–��$��� 	�4
�����. F��E�� 

( ) ( )

,

sincossincos

ziyx

iyxxxx

ee

eeyiyeyieye
x
vi

x
uzf

==

=⋅=+=+=
∂
∂+

∂
∂=′

+
 

���, �����, 
( ) ( ) ,sincos ziyxiyxx eeeeyiyezf ==⋅=+= +

 ( ) .zezf =′

 4. ���� �����	�������� ����� ( ) xyxyxu −−= 22,  ��##������-
���$
� #������ ( )zf , ��� iyxz += . /���� #�����E ( )zf . 
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��1����. 9$��$ 12 −=
∂
∂ x

x
u . A
�4
����$�� ���
	��$ !
?�–

��$��� 
y
v

x
u

∂
∂=

∂
∂ . '���$ 
���
$, 12 −=

∂
∂ x
y
v . 9�������
	����$ 

���
��$ ( ) ( )xyxyyxv ϕ+−=2, , ��� ( )xϕ  – 4�
�	
����� #������. 

9�4
����$ ����
� ���
	�� !
?�–��$���: 
x
v

y
u

∂
∂−=

∂
∂ . '�� ��� 

( )xy
x
v ϕ′+=
∂
∂ 2 , �
 ( )xy

y
u ϕ′−−=
∂
∂ 2 . /
 � ���
	�� ����� ���
��$, 

��
 y
y
u 2−=
∂
∂ . ����
	������
, ( ) ( ) 0,22 =ϕ′−=ϕ′−− xyxy , �
 ���� 

( ) Cx =ϕ , 
����� ( ) ( )Cyxyixyxzf +−+−−= 222 , 
( ) ( ) Ciyixxyiyxzf ++−+−= 222 , ��� ( ) ( ) ( ) Ciyixyixzf ++−+= 2 , �
 

���� ( ) 1
2 Czzzf +−= . 

5. ���� $��$�� ����� ( ) yxyxv +=,  ��##���������$
� #���-
��� ( )zf . /���� H�� #�����E. 

��1����. 9$��$ ( ) yxyxv +=, , 1=
∂
∂
y
v . ����
	������
, �
����-

�
 ���
	��$ !
?�–��$���, 1=
∂
∂

x
u . F��E�� ( ), =

∂
∂ϕ+=

y
uyxu

 
( ) 1, =

∂
∂ϕ′=
x
vy . /
 

x
v

y
u

∂
∂−=

∂
∂ , ����
	������
 ( ) 1−=ϕ′ y . 9�������
	�-

���$ ���
��$, ��
 ( ) Cyy +−=ϕ ; 
��E�� Cyxu +−= . 9���, 
( ) ( )yxiCyxzf +++−= , ��� ( ) ( )( ) Cyixizf +++= 1 , �
 ���� 
( ) ( ) Czizf ++= 1 . 

 
'����	 ��� �����
��
��(��!� �����	� 

 
1. K	������ �� ��##���������$
� #������ 

( ) ( ) xyiyxzf 222 −+= ? 6���: ���. 
2. �
�����, ��
 #������ ( ) ( ) ( )3223 33 yyxixyxzf −+−=  ��#-

#���������$� � ����� �� 4�
�	
���E. 6���: ( ) 23zzf =′ . 

������������ ��	���� 
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3. ��##���������$� �� #������ ( ) yxiyxzf shcoschsin ⋅+⋅= ? 
G��� ��, �
 ����� �� 4�
�	
���E. 6���: ( ) zzf cos=′ . 

4. F4�������� 	�D���	����� #������ ( )yϕ  � ( )xψ  ���, ��
�� 
#������ ( ) ( ) ( )xiyzf ψ+ϕ=  ���� ��##���������$
�. 6���: 
( ) 1Cayy +=ϕ , ( ) 2Caxx +−=ψ , ( ) 21,, CCCaiACAzzf +=−=+= . 

5. ��� ���
$ ������� λ #������ ( ) xiyzf λ+=  ��##������-
���$�? 6���: ( ) izzf −=−=λ ,1 . 

6. ��� ���
$ ������� a #������ ( ) zazf =  ( yixz −= ) ��##�-
��������$�? 6���: 0=a . 

7. ���� �����	�������� ����� ( )2lncos2 yu x=  ��##��������-
�$
� #������ ( )zf . /���� H�� #�����E. 6���: ( ) Czf z +=2 . 

8. ���� $��$�� ����� yxv shsin ⋅=  ��##���������$
� #���-
��� ( )zf . /���� H�� #�����E. 6���: ( ) Czzf +−= cos . 

 
��$� 4. ��#���  ��
���� �;�!D���� 

 
����� ���� #������ ( )zfw= , ������������� 	 
������ D. P�-

����$ 
4��������
� ������� yixz += , �
�
�
$� �

�	����	��� 

4��������
� ������� ivuw += . 9���, ��>�
� �
��� (x; y) �� 4�
�-
�
��� x0y �

�	����	��� 
4���������� �
��� (u; v) �� 4�
��
��� u0v. 

G��� �
��� (x; y) �� 4�
��
��� x0y 
4���	��� ���
�
��E ��-
��E ), ���4
�
>����E 	 
������ D, �
 �
��� (u; v) �� 4�
��
��� 
u0v 
4�?�� ����E Γ′ . &���E Γ′  ����$ ���	��� 
�
�!�'����� 
����� ) �� 4�
��
��� u0v � 4
$
D�E �����������
� #������ 

( )zfw= . 
A
�$�$ �� ����� ) �
��� iyxz 000 += . /� ����� Γ′  H�
� �
�-

�� �

�	����	��� �
��� ivuw 000 += . ��
	���$ � ����� ) ��������-
��E L 	 �
��� ( )00; yx  � � ����� Γ′  – ����������E L′  	 �
��� 
( )00;vu . ����� α – ��
�, �� �
�
��� ��>�
 4
	������ 4��$�E L, 
��
�� �� ��4��	����� �
	4��
 � ��4��	�����$ 4��$
� L′  (��
� 
$�>�� 4��	
��������$ � 
�
���>����$ ��4��	�����$�). A ��
��� 
������������� #������ �
���	�����, ��
 ( )0arg zf ′=α , ���� 
( ) 00 ≠′ zf . 
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����$
���$ �����E ����E γ, �
�
��� ���>� 4�
�
��� ���� 
�
��� ( )00; yx , � �� 
�
���>���� – ����E γ′ , 4�
�
��D�E ���� 
�
��� ( )00;vu . ����� l – ����������� � ����� γ 	 �
��� ( )00; yx ,  
� l′– ����������� � ����� γ′  	 �
��� ( )00;vu . 

Q�
�� ��4��	����� 4��$
� l �
	4��
 � ��4��	�����$ 4��$
� 
l′ , ��>�
 � 	 H�
$ ������ 4��$�E l 4
	������ �� ��
� α; ��� ��� 
��
� 4
	
�
�� ��	�� ( )0arg zf ′ , ������� 4�
�	
��
� �� �	���� 
� 
	��
�� ���	
�, 4�
�
��D�� ���� �
��� ( )00; yx  (���. 27, 28). 

 
                           ���. 27                                                      ���. 28 

 
G��� ϕ – ��
� $�>�� ���������
� L � 
��E 0x, ψ – ��
� $�>�� 

���������
� l � 
��E 0x, ϕ′ – ��
� $�>�� ���������
� L′  � 
��E 0u, 
ψ′ – ��
� $�>�� ���������
� l′  � 
��E 0u, �
 α=ϕ−ϕ′ , α=ψ−ψ′   
� ψ−ψ′=ϕ−ϕ′ . ����
	������
, ϕ′−ψ′=ϕ−ψ . /
 ϕ−ψ  – H�
 ��
� 
$�>�� ����������$� L � l, � ϕ′−ψ′ – H�
 ��
� $�>�� ����������$� 
L′  � l′ . F��E�� 4���
��$ � ���E����E, ��
 �	� 4�
�	
����� ��-
���, 4�������ED���� 	 �
��� ( )00; yx , 
�
���>�E��� 	 �	� �

�	��-
��	�ED�� �����, 4�������ED���� 	 �
��� ( )00;vu  ���, ��
 ��
� β 
$�>�� ����������$� � �����$ � 
�
���>����$ �����$ ����� 
�-
��$ � ��$ >�. P�$���$, ��
 ���� ( ) 0arg >′=ϕ zf , �
 4
	
�
� 4�
��-
�
��� 4�
��	 ���
	
� �������, ���� 0<ϕ  – 4
 ���
	
� �������. 

&���
 �
���	�����, ��
 $
���� 4�
�	
��
� 	 �
��� ( )00; yx  
(�
 ���� ( )0zf ′ ) 	���>��� 4����� 
��
?���� �����
���� $�>�� 

�
���>����$� �
���$� 00 ww Δ+  � 0w  � 4��	
��������$� �
���-
$� 00 zz Δ+  � 0z  (���. 29, 30). 

������������ ��	���� 

133 
 

 
                                ���. 29                                                 ���. 30 

 
����$
���	 �����E ���	�E � �� 
�
���>����, $� 4���
��$  

� 	�	
��, ��
 ( )0zf ′  	���>��� 4����� 
��
?���� �����
���� $�>-
�� 
�
���>��$�$� �
���$� 00 ww Δ′+  � 0w  � 4��	
��������$� 
�
���$� 00 zz Δ′+  � 0z . 

'���$ 
���
$, ( )0zf ′  �	������ 	������
� ����>���� $��-
?���� 	 �
��� 0z  4�� 
�
���>���� � 4
$
D�E #������ ( )zfw= . 
��� ( ) 10 >′ zf  �$��� $���
 �����>����, 4�� ( ) 10 <′ zf  – �>����. 

9���, ���� $� 
�
����$ ����
����
 $���� �����
�����  
	 4�
��
��� x0y �� 4�
��
��� u0v, �
 4
����$ ����
����
 $���� 
���	
�������� �����
�����, 4
�
���� 4��	
�������
$� 	����-
��	�� ��	����	� �

�	����	�ED�� ���
	 � 4�
4
���
�����
��� 
��
���	����� ��
�
� (	 4������). 

F�
���>���� � 4
$
D�E �����������
� #������ ( )zfw=  
���	����� 	
�%
!���� 
�
�!�'�����. 

 
'����	 

 

1. ��� 4
$
D� #������ 
z

w 1=  
�
������ �� 4�
��
��� u0v 

�
��� (1; 1), (0; –2), (2; 0). 
��1����. '
��� (1; 1) �

�	����	��� ������� iz +=1 , ����
	�-

�����
 ( )( ) ii
ii

i
i

w
2
1

2
1

11
1

11
1

1
1 −=

+
−=

−+
−=

+
=  – �� 4�
��
��� u0v 4
����-
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�� �
��� �
�
�

	


� −

2
1;

2
1 ;

 
i

i
wiz

2
1

2
1,2 =
−

=−=  – 4
������ �
��� �
�
�

	


�

2
1;0 ;

 

2
1,2 == wz – 4
������ �
��� �

�
�

	


� 0;

2
1 . 

2. ��� 4
$
D� #������ 3zw=  
�
������ �� 4�
��
��� u0v 
����E xy= . 

��1����. 9$��$ 
( ) ( ) ( )iyyxxyxiyxyyixxyixw 322332233 3333 −+−=−−+=+= . 

'���$ 
���
$, 
�
�
�

−=
−=

32

23

3
3

yyxv
xyxu  

9 4
�������� ���	����� � ���	����� xy=  ����E��$ x � y: 
33 2,2 xvxu =−= , �
 ���� uv −= . 

9���, 
�
���>����$ ����������� I � III �

��������� ���
	 
�����$� x0y �	������ ����������� II � IV �

��������� ���
	 ��-
���$� u0v. 

3. ����� 2zw=  � z 
4���	��� �	�����, 
4�������$�� ����	��-
��	�$� 10,10 ≤≤≤≤ yx . !���E 
������ 
4���	��� w? 

��1����. 9$��$ ( ) xyiyxyixw 2222 +−=+= , 22 yxu −= , 
xyv 2= . /����$ 
�
���>���� 	��?�� �	������ (���. 31). G��� 

0,0 == yx , �
 0,0 == vu ; ���� 1,0 == yx , �
 0,1 =−= vu ; ���� 
0,1 == yx , �
 0,1 == vu ; ���� 1,1 == yx , �
 2,0 == vu . 

 
���. 31 
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/����$ 
�
���>���� ��
�
� �	������: 
• OB: 0,,0 2 === vxuy , �
 ���� 0,0 ≥= uv  – 4
�����$ 
���
� 

1OB  
�� ������� 0u; 
• OA: 0,,0 2 =−== vyux , �
 ���� 0,0 ≤= uv  – 4
�����$ 
���-


� 1OA  
�� ������� 0u; 

• AC: xvxuy 2,1,1 2 =−== ; ����E��� x, �$��$ 1
4

2
−= vu ,  

�
 ���� 12 += uv  – 4
�����$ ���� 4����
��, �
�����ED�E �
��� 
( )0;11 −A  � ( )2;01C ; 

• BC: yvyux 2,1,1 2 =−== ; ����E��� y, �$��$ 
4

1
2vu −= ,  

�
 ���� uv −= 12  – 4
�����$ ���� 4����
��, �
�����ED�E �
��� 
( )0;11B  � ( )2;01C . 

9���, 
�
���>����$ �	������ �	������ ���	
�������� ���-

��
�����, 
����������� �����$� 
4

1,1
4

,0
22 vuvuv −=−==  � ���4
-

�
>����� 	 	������ 4
��4�
��
���. 
4. ��� 4
$
D� #������ 12 += zw  ����� 
�
���>���� 
���>-

�
��� 122 =+ yx  �� 4�
��
��� u0v. 
��1����. 9$��$ ( ) ( ) yixyixw 21212 ++=++= , 
����� 4���
-

��$ � �����$� 
�
�
�

=
+=
.2
12

yv
xu

 

9 H��� ���	����� ���
��$ x � y (
2

,
2

1 vyux =−= ) � 4
����	��-

�$ 	 ���	����� 
���>�
���. �
�����$ ( ) 41 22 =+− vu . 9��
$�$ 

�
���>����$ �	������ 
���>�
��� ������
$ 2 � �����
$ 	 �
��� 
(1; 0). 

5. ��� 4
$
D� #������ 2zw=  
�
������ �� 4�
��
��� u0v 

4��$�� 2=x  � 1=y . 6���: 1
4

,
16

4
22
−=−= vuvu . 
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6. ��� 4
$
D� #������ 2zw −=  
�
������ �� 4�
��
��� u0v 

4��$�E 1=+ yx . 6���: ( )1
2
1 2 −= uv . 

7. ��� 4
$
D� #������ 1+= izw  ����� 
�
���>���� 
��� �
-

������ �� 4�
��
��� u0v. �	������: ( ) ixyiyxi +−=++ 11 ; 

yu −=1 , xv = . 6���: 0,1 == vu . 
8. ��O������ �$��� 
�
���>���� �� 4�
��
��� u0v 4�� 4
$
-

D� #������ zew i ⋅= ϕ , ��� ϕ – 4
��
����� 	�������. 6���: 
ϕ+ϕ=ϕ−ϕ= cossin;sincos yxvyxu  – 4��
���
	���� �

������ 

4�� 4
	
�
�� 
��� �

������. 
9. ���� 4����
�� 2xy= . F�
������ �� �� 4�
��
��� u0v 4�� 

4
$
D� #������ 2zw= . 6���: 
3

4
3

2

22
�
�
�

	


�−�

�
�

	


�= vvu . 

10. �
�����, ��
 ��
� $�>�� 4��$�$� 1=y  � 1−= xy  �� �-
$������ 4
��� 
�
���>���� ( ) ( )iziw −++= 11 . 

11. /���� �
H##������ �����>���� � ��
� 4
	
�
�� 4�� 
�
�-
��>���� 2zw=  	 �
��� 220 iz += . 

��1����. 9$��$ ( ) zzw 2=′ , ��� ��
 ( ) 222222 ⋅+=+′ iiw . 
������� 
� ������������
� #
�$� �4��� ����� 2222 ⋅+ i   

� ����
�
$��������
�, 4
����$ =��
�

�
		



�
+=⋅+

2
2

2
242222 ii  

�
�
�

	


� π+π=

4
sin

4
cos4 i . P�����, ( ) 422 =+′ if , � ��
� 4
	
�
�� 

4
π=ϕ . 

12. /���� �
H##������ �����>���� r � ��
� 4
	
�
�� ϕ 4�� 
������� 
�
���>����� ( )zfw=  	 ������� �
����: 

�) zew=  	 �
���� 
4

2ln1
π+= iz  � 

2
12

π−−= iz ; 
���: 

4
,2 11

π=ϕ=r ; 
2

,1
22

π−=ϕ=
e

r ; 

�) zw sin=  	 �
���� 01 =z  � iz +=12 ; 
���: 
( );1th1tgarctg,1sin1ch;0,1 2

22
211 ⋅−=ϕ−==ϕ= rr  

������������ ��	���� 
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) 3zw=  	 �
���� iz −=21  � 
2

12
π+= iz ; 
���: 

.
4

4arctg,
4

13;
3
4arctg,15 22

2

211 −π
π−π=ϕ��

�

�
		



� π+=−=ϕ= rr  

13. A�������, ����� ����� �
$4�����
� 4�
��
��� �������	�-
����, � ����� �>�$����� 4�� �����ED�� 
�
���>�����: 

�) zew= ; 
���: 4
��4�
��
��� 0Re >z  �������	�����, 4
��-
4�
��
��� 0Re <z  �>�$�����; 

�) zw ln= ; 
���: 	 �E�
� �
��� z (��
$� 0=z ), ��>�D�� 
	����� 
���>�
��� 1=z , �$��� $���
 �����>����, � 	 �
����, ��-
>�D�� 	�� H�
� 
���>�
���, – �>����; 

) 
z

w 1= ; 
���: �
� >�, ��
 � ��� �); 

$) 3zw= ; 
���: ����� �
$4�����
� 4�
��
���, ��>�D�� 

	����� 
���>�
��� 
3

1=z , �>�$�����; ����� 4�
��
���, ��>�D�� 

	�� H�
� 
���>�
���, – �������	�����. 
 
G��� ������������� 	 ���
�
�
� 
������ D #������ ( )zfw=  

	��$�
 
��
����
 
�
���>��� H�� 
������ �� 
������ D~ , �
 ���-
	�� L, ��>�D�� 	 
������ D, 
�
������� 	 4�
��
��� w 	 ���
�
-
��E ���	�E L~ , ����� �
�
�
� ��	�� ( )� ⋅′=

L
w dzzfl . 

F������ D 	 4�
��
��� z 4�� 
�
���>���� ( )zfw=  4����
��� 
	 
������ D~  	 4�
��
��� w, 4����$ 4�
D��� 
������ D~  	���>���-
�� #
�$��
� ( ) dxdyzfS

D
D

2
~ �� ′= . '���$ 
���
$, ( )2zf ′  ��	�� �
-

H##������� ����>���� 4�
D��� 4�� 
�
���>���� ( )zfw= . 
 
14. '
��� iyxz +=  
4���	��� 
���
� 11,1 ≤≤−= yx . Q�$� ��	-

�� ����� �����, 4
����ED���� 4�� 
�
���>���� H�
�
 
�����  
� 4
$
D�E ����� 2zw= ? 
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��1����. ��
�
� 1. 9$��$ 2zw= , ��� ixyyxivu 222 +−=+ ,  

�
 ���� 
�
�
�

=
−=

.2
,22

xyv
yxu  F��	���
, ��
 �� ����� 11,1 ≤≤−= yx  ����$ 

�$��� 
�
�
�

=
−=

,2
,1 2

yv
yu  4����$ 4�� �$������ y 
� –1 �
 +1 v ����� $�-

������ 
� –2 �
 +2. 9 
�
�
�

=
−=

yv
yu

2
,1 2
 4
�����$ ���	����� 4����
�� 

4
1

2vu −=  (���. 32). ����� ���� 4����
�� 
4

12
2

0

2
=+= � dvvlw  

( )223ln224
2

0

2 ++=+= � dvv . 

��
�
� 2. 9�4
���� #
�$��� ( )� ⋅′=
L

w dzzfl , 4
����$ 

( )

( ).223ln2214

122
1

0

2

1

1

2

++=+=

=+=⋅=⋅′=

�

���
−

dyy

dyydzzdzzfl
LL

w

 

15. A�������� 4�
D��� 
������, 	 �
�
��E 4��
�������� 4�� 

�
���>���� zew=  �	����� ε≤≤ε−ε+≤≤ε− yaxa ,  (a – �����	�-
�����
�; iyxz +=π<ε< ,0 ) (���. 33). A�������� 4����� 
��
?���� 
4�
D���� H��� 
�������, �
��� 0→ε . 

 

 
���. 32

 
���. 33 

������������ ��	���� 
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��1����. ��
�
� 1. 9$��$ iyxiyxz eeeew === + , ��� ϕρ= iew , 
��� xe=ρ , y=ϕ . '���$ 
���
$, 4�� 
�
���>���� zew=  	 4�
��
-
��� w 4
����$ 
������, 
����������E �	�$� ����$� ( ε−=warg   
� ε=warg ) � ����$� �	�� 
���>�
���� ( ε−=ρ ae  � ε+=ρ ae ) (���. 34). 

��
D��� 
�
���>���
� 
������ ( )1422 −ε=ρρϕ= εε−
ε

ε−
� �

ε+

ε−

eeddS a
e

e
w

a

a

. 

 
���. 34 

 
��
�
� 2. ���$���	 #
�$��� ( ) dxdyzfS

D
D

2
~ �� ′= , 4
����$ 

( ) ( )�� � ���
ε+

ε−

εε−
ε

ε−

−ε===′=
D

a

a

axx

D
w eedydxedxdyedxdyzfS .1422222  F��-

	���
, ��
 4�
D��� zS  
������ D ��	�� 24ε , 4
H�
$� 
( ) a

a

z

w eee
S
S 2

2

422

00 4
1limlim =

ε
−ε=

εε−

→ε→ε
. 

16. /���� 4�
D��� 
���� �	������ D { }10,10 ≤≤≤≤ yx  4�� 


�
���>���� 2zw=  � ����� ��
 �������. 6���: 
3
8

~ =DS , 

( ) ( )223ln212 +++=wl . 
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17. /���� 4�
D��� 
���� 4��$
��
������ 

�

�

�
�
� π<≤≤<π<≤≤<

2
0,

2
0 2121 yyyxxxP  4�� 
�
���>���� zw cos= . 

6���: ( ) ( )12
12

12
12~ 2sin2sin

4
2sh2sh

4
xxyyyyxxSD −−−−−= . 

18. ����� z 
4���	��� 
������, 
4�������$�E ���
	��$� 

4
arg

4
,21 π≤≤π−≤≤ zz . /���� 4�
D��� 
������, 4
������
� 4�� 


�
���>���� 2zw= . 6���: 7,5π. 
19. /���� ����� L �4�����, �� �
�
��E � 4
$
D�E #������ 
zew=  
�
���>����� 
���
� π≤≤= 20, xxy . 6���: ( )12 2 −πe . 
20. /���� 
������ wP , �� �
�
��E #������ zew=  
�
���>��� 

4��$
��
����� { }80,21 ≤≤≤≤ yxP . A�������� 4�
D��� 
������ wP  

� 4
$
D�E #
�$��� ( ) dxdyzfS
D

D
2

~ �� ′=  � 
�O������, 4
��$� H�� 

#
�$��� ���� ��4��	������ ��������. 6���: ������ 4��$
-
��
����� 
�
���>����� 	 �
���
 2ewe ≤≤ , 4�
D��� �
�
�
�
 ��	�� 

( )24 ee −π . �
 #
�$��� ( ) dxdyzfS
D

D
2

~ �� ′=  4
�����$ ( )244 ee − . 

F?���� 4�
���
��� �-� �
�
, ��
 4�� ������� ���
	��� 
�
���-
>���� �� �	������ 	��$�
 
��
�����$. 

21. /���� 4�
D��� #�����, 4
����ED���� 4�� 
�
���>���� 
�����
������, 
���������
�
 �����$� 1,0,0 =+== yxyx , � 4
$
-

D�E #������ izw +=1 . 6���: 
2
1 . 

 
)
	
���, ��
 	
�%
!��
� 
�
�!�'���� 
������� �
���
� 

	
���!������ �$�
 � �
�
��&  ���
�. 
G��� 4�� 
�
���>���� ( )zfw =  ���� $�>�� �

�	����	�E-

D�$� ��4��	�����$� ��	�� �� �
���
 4
 	�������, �
 � 4
 
��4��	����E 
������, �
 ���
� 
�
���>���� ���	����� 	
�%
!�-
��� 
�
�!�'����� ��!
$
 !
��. 

!
�#
�$�
� 
�
���>����, 4�� �
�
�
$ �
��������� �
���
 
���
�E���� 	������� ���
	, � ��4��	����� �� 
������ �$������� 

������������ ��	���� 
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�� 4�
��	
4
�
>�
�, ���	����� 	
�%
!���� 
�
�!�'����� 
�
!
$
 !
��. 

��
����?�� 4��$�� �
�#
�$�
�
 
�
���>���� 4��	
�
 �
�� – 
H�
 
�
���>���� zw= , 
�
���>���� 	�
�
�
 �
�� – 
�
���>���� 

zw= . 
A �������?�$ $� ����$ ����$����	��� �
���
 �
�#
�$��� 


�
���>���� 4��	
�
 �
��. 
F�
���>���� ( )zfw=  ���	����� 	
�%
!����  
������ D, 

���� 
�
 �
�#
�$�
 	 ��>�
� �
��� H�
� 
������. 
�������) ���?��$��(��. )�
�� 
�
�!�'���� ( )zfw=  ��-

�
 	
�%
!����  
������ D, ��
�(
���
 � �
����
��
, ��
��  
 *�
� 
������ %��	��& ( )zfw=  ���� 
��
�����
� � ���������-
�	
�, �!���� ( ) 0≠′ zf  ��& ��( Dz∈ . (������� ( )zfw=  ���	����� 

��
�����
� 	 
������ D, ���� 
�� 	 �������� �
���� H�
� 
���-
��� 4����$��� �������� �������). 

G��� �� 4���4
������ 
��
�����
��� ( )zf , �
 
��D���	���$
� 
�E 
�
���>���� �� ����� 	��$�
 
��
�����$, �
 ���� �� �����  
� �
�#
�$��$. /�4��$��: #������ 4zw= , ������� 	 4
���
���� 

π≤≤≤≤ zz arg0,21 , ���������� 	 ��$; ��
$� �
�
, 	�E�� 	 4
��-
�
���� 	�4
������� ���
	�� 04 3 ≠=′ zw . F����
 #������ 4zw=  

�
���>��� �����
� 4
���
���
 �� 
������ π≤≤≤≤ 4arg0,161 zw , 
�
 ���� 
������, �	�>�� 4
���	�ED�E �

�	����	�ED�� �
���
 �� 
4�
��
��� w, ��
 � ����?��� 	��$�
 
��
����
� �

�	����	��. 

�	���. A ����� 
������� D �	��E��� �
�#
�$��$� 
�
���-
>���� �) zw 2= ; �) ( )22−= zw ? 

�) '�� ��� #������ ( ) zzf 2=  ������������� � 
��
�������  
	
 	��� �
$4�����
� 4�
��
��� z, � �� 4�
�	
���� ( ) 02≠=′ zf ,  
�
 
�
���>���� zw 2=  �	������ �
�#
�$��$ 	
 	��� �
$4�����
� 
4�
��
���. 

�) F�
���>���� ( )22−= zw  �	������ �
�#
�$��$ 	�E��, ��
-
$� �
��� 2=z , 	 �
�
�
� 4�
�	
���� ( ) ( )22 −=′ zzf  
���D�����  
	 ����. 

22. ������ 
������ �
�#
�$�
��� ��� �����ED�� 
�
���>����: 
�) zew 3−= ; 
���: 	�� 4�
��
���; 
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�) zzw 42 −= ; 
���: 	�� 4�
��
���, ��
$� �
��� 2=z ; 
) 2izw −= ; 
���: 	�� 4�
��
���, ��
$� �
��� 0=z ; 
$) ( )zw −= 1sh ; 
���: 	�� 4�
��
���, ��
$� �
��� 

ikzk π�
�
�

	


� +−=

2
11 , ...,2,1,0 ±±=k  ; 

�) ( )32izw += ; 
���: 	�� 4�
��
���, ��
$� �
��� iz 2−= . 
 
1. G8�� �����$+ ������ ���?��$�+/ ���G��J���) 

 
1. ������� &	����. ��D���	��� ������������� #������ 
( )zfw= , 
�
���>�ED�� 	��$�
 
��
����
 � �
�#
�$�
 
��� 


��
�	���E 4�
���E 
������ D �� �����E G, ���� �
���
 �� 
��� 
� H��� 
������� �� �
	4����� �
 	��� 4�
��
���E � 
��
� ����E-
����
� �
��
� ���
 �
 	��� ���?�����
� 4�
��
���E. 

9$����� ����
����
� $�
>���	
 ������������� #������, 

��D���	��ED�� 
�
���>���� 
������ D �� 
������ G. G�����	��-
�
��� 
�
���>�ED�� #������ ( )zfw=  ����� 
���4�����, ���� 4
-
����
	��� 	�4
������ 
��
�
 � �����ED�� ���
	��: 

�) ������� �
��� 0z  
������ D 4���?�� 	 ������E �
��� 0w  

������ G, � �����, 	��
��D�� � 0z , 4
	�������� �� ������ ��
� 
α ( ( ) ( ) α=′= 000 arg, zfzfw ); 

�) �
��� 0z  
������ D � �
��� 1z  ������� γ 4���?��, �

�	��-
��	���
, 	 �
��� 0w  
������ G � �
��� 1w  ������� ) ( ( )00 ,zfw =  

( )11 zfw = ); 
) ��� ��������� �
��� 321 ,, zzz  
������ D 4���?�� 	 ��� 

��������� �
��� 321 ,, www  
������ G  ( ) ( )( 2211 ,, zfwzfw ==  
( ))33 zfw = ; 4�� H�
$, ���� 4�� �	�>���� 4
 ������� γ 
� 1z  � 3z  ��-

�� 2z  
������ D 
������� ���	� (�4��	�), �
 4�� �	�>���� 4
 ���-
���� ) 
� 1w  � 3w  ���� 2w  
������ G ���>� �
�>�� 
���	����� 
���	� (�4��	�). 

A ������� �) � ) #������ ( )zf  4���4
�������� ��4����	�
�  
	 �$����
� 
������ D. 

������������ ��	���� 
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2. �	��	# �)�	��� ����)�����!� ���
��
�
�	� !���	�. 
����� 
������ D 
��������� ������$ ��� ���
��
-������$ �
���-
�
$ γ. ����� #������ ( )zfw = , ������������� 	 D � �� γ, 
�
���-
>��� �
���� γ �� ���
�
��� �
���� ), 
�������	�ED�� 
������ G, 
4����$ �
��� �
��� z 
��
��� �
���� γ ���, ��
 
������ D 
������� 
���	�, �

�	����	�ED�� �
��� w 
��
��� �
���� ) ���, ��
 
������ G 
���>� 
������� ���	�. '
��� 
������ D � 4
$
D�E #������ 

( )zfw =  
�
������� 	��$�
 
��
����
 � �
�#
�$�
 �� 
������ G. 
3. �	��	# �	���
�		. ����� 
������ D, �
���>�D�� 	 �
-

���	� �	
�� ������� ���
�
��� 4��$
�������� 
���
� γ �
���-
�
� ��� ����
����
� �����, 
�
���>����� #������� ( )zfw =  �� 

������ G ���, ��
 γ 4����
��� 	 4��$
�������� 
���
� ), 	�
��-
D�� 	 ������� 
������ (���. 35). F�
����$ ���� l � L 4��$��, �� 
�
�
��� ��>�� 
����� γ � ). ������4 ��$$����� ��	��>����: ���� 
#������ ( )zfw =  ���������� 	 
������ D, � ���>� 	
 	��� 	���-
������ �
���� �������
�
 
����� γ, �
 H�� #������ ���������� 
���>� 	 
������ D*, ��$$������
� 
������ D 
��
�������
 4��$
� 
l, � 
������� ��$ �	
���	
$, ��
 �E��� �	� �
��� 1z  � 2z  (� �
�
-
��� 
��� ��>�� 	 D), ��$$�������� 
��
�������
 4��$
� l, 
�
�-
��>�E��� 	 �
��� 1w  � 2w , ��$$�������� 
��
�������
 4��$
� L. 

 
���. 35 
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�	���. A 
������ D, 
���������
� �
����
$ γ: 

0222 =−+ xyx , ����� #������ izw +=3 . A ����E 
������ 4������� 
D 4�� 
�
���>����, 
��D���	���$
$ H�
� #�������? 

��1����. ����� ivuwiyxz +=+= , . '
��� �

��
?���� 
izw +=3  4���4�?�$ 	 	��� ( )133 ++=+ yixivu , ��� ��
 xu 3= , 

13 += yv . F��E�� 
3

1,
3

−== vyux . 

!
���� γ 
�
���>����� 	 �
���� ): 0
3

2
3

1
3

22

=−�
�
�

	


� −+�

�
�

	


� uvu , ��� 

( ) ( ) 913 22 =−+− vu , – �
 ���� 	 
���>�
��� ������
$ 3 � �����
$  
	 �
��� M (3, 1). �
�
>������
� ��4��	����� 
��
�� �
����� γ �
-

�	����	��� 4
�
>������
$� ��4��	����E 
��
�� �
����� ).  
A H�
$ $
>�
 ���������, ���	 �
����� 4���$���������$� ���	��-
���$�: 

;20;sin;cos1: π≤ϕ≤ϕ=ϕ+=γ yx  
.20;1sin3;cos33: π≤ϕ≤+ϕ=ϕ+=Γ vu  

�
�����
 4�����4� 	��$�
 
��
����
�
 �

�	����	�� ���-
��� 
������ D 
�
������� 	 
������ G – 	�������
��� 
���>�
���, 

���������
� �
����
$ ). 

J�
 $
>�
 4�
	����� ���: 	��� �E��E �
��� Dz∈  � ����� �� 

��� 4�� 
�
���>���� izw +=3 . /�4��$��, �
��� 1=z  4����
���  
	 �
��� iw +=3 , ���
��D�E�� 	����� �
����� ). 

�	���. ���� �
��� iz 321 +=  � iz 232 += , ��$$�������� 
�-

�
�������
 4��$
� xy= . �
�����, ��
 #������ zew
i
⋅=

π−
2  4���	
-

��� 1z  � 2z  	 �
��� iw 231 −=  � iw 322 −= , ��$$�������� 
��
��-
�����
 4��$
� xy −= . 

��1����. /������
 4�
	�����, ��
 #������ zew
i
⋅=

π−
2  
�
�-

��>��� 4��$�E xy=  	 4��$�E xy −= . ������� zew
i
⋅=

π−
2  �����-

����� 	�E��. A ���� 4�����4� ��$$����� �
��� iz 321 +=   
� iz 232 += , ��$$�������� 
��
�������
 4��$
� xy= , 4�������  

������������ ��	���� 
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	 �
��� iw 231 −=  � iw 322 −= , ��$$�������� 
��
�������
 4��$
� 
xy −= . 

�	���. �
�����, ��
 #������ h
z

ew
π

=  
�
���>��� 4
�
�� 
hz<< Im0  �� 	����EE 4
��4�
��
��� 0Im >z . 

��1����. "���$ 4�
�
���� ������� 
������ D ���, ��
�� 
�-

����� D 
���	����� ���	�. '�� ��� 
( )

h
yi

h
x

h
iyx

eeeivuw
ππ+π

⋅==+= , �
 �
-
��� �
��� z 4�
������ �����	�������E 
�� Ox 
� ∞−=x  �
 ∞+=x  

(4�� 0=y ), �

�	����	�ED�� �
��� h
x

ew
π

=  4�
������ �����	�����-
��E 4
�
>�������E 4
��
�� Ou 4�
��
��� w 
� �
��� 0=u  �
 
�
��� ∞+=u , 0=v . !
��� �
��� ihxz +=  4�
������ 	����EE ���-
���� 4
�
�� 
� �
��� ih+∞+  �
 �
��� ih+∞−  (��
 �

�	����	��� 
�$�����E x 
� ∞+  �
 ∞− ), �

�	����	�ED�� �
��� 

h
x

ih
x

eeew
π

π
π

−=⋅=  4�
������ �����	�������E 
�����������E 4
��-

�� Ou 4�
��
��� w 
� �
��� ∞−  �
 �
��� 0. '�� ��� #������ 

h
z

ew
π

=  ���������� 	 
������ D ( hz<< Im0 ) � �� �� �������, �
 
�� 
�
�#
�$�
 
�
���>��� H�� 
������ �� 
������ G ( 0Im >w ). 

 
'����	 ��� �����
��
��(��!� �����	� 

 
1. �
�����, ��
 4
���
���
 π≤≤≤≤ zz arg0,21  � 4
$
D�E 

#������ 2zw=  
�
���>����� �� �
���
 .2arg0,41 π≤≤≤≤ zw  

2. �
�����, ��
 ��
� ∞+<<π<< zz 0,
5

arg0  � 4
$
D�E #���-

��� 5zw=  
�
���>����� �� 	����EE 4
��4�
��
��� 0Im >w  ���, 
��
 �
��� 0=z  4����
��� 	 �
��� 0=w . 

3. �
�����, ��
 4
�
�� π+≤≤ 211 y  � 4
$
D�E #������ zew=  

�
���>����� �� 4
���E 4�
��
��� w � ����
$ 	�
�� 4
�
>�-
�����
� ����� 
�� Ou. 
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2. ���?��$��� ���G��J����, �(<8�(��'��$�� '���)��)  
?<��-��) w = az + b 

 
&������� #������ bazw += , ��� a � b – 4
��
����� �
$-

4������� ����� ( )0≠a , 
��D���	���� �
�#
�$�
� 
�
���>���� 
	��� 4�
��
��� z �� 	�E 4�
��
��� w, ��� ��� 4�� �E�
$ z �$��$ 

0≠=′ aw . 
Q������ ������: 
1) bzw +=  
��D���	���� 4��
���
	���� 4���������
�
 

4����
��; 
2) zew i ⋅= α , ��� α – �����	������
� ����
, 
��D���	���� 

4��
���
	���� 4
	
�
�� 	
���� ������ �

������ �� ��
� α; 
3) rzw= , ��� r – �����	������
� 4
�
>������
� ����
, 


��D���	���� 4��
���
	���� 4
�
��� � �����
$ 4
�
��� 	 ������ 
�

������ (r – �
H##������ 4
�
���). 

F�D�� ������ ������
�
 
�
���>���� bazw += , ��� α= irea , 

��D���	������ 4���$ 4
����
	������
�
 4��$������: 

1) 4
	
�
�� 
�
�
 ������ �

������ �� ��
� α; 
2) 4��
���
	���� 4
�
��� � �����
$ 	 ������ �

������  

� �
H##������
$ r; 
3) 4���������
�
 4����
�� � 4
$
D�E 	���
��, �

�	����	�-

ED��
 �
$4�����
$� ����� b. 
F�$���$, ��
 ������
� 4��
���
	���� 
���	���� ��4
�	�>-

��$� �	� �
���: ∞=1z  � 
a

bz
−

=
12 . ��� 1=a  4
�����$ ∞=2z ,  

�
 ���� 	 H�
$ ������ 
�� ��4
�	�>��� �
��� �
	4���E�. 
�	���. �
�����, ��
 ������
� 
�
���>���� bazw +=  

	4
��� 
4����������, ���� 4
����
	���, ��
�� �	� �������� �
��� 
1z  � 2z  4����
����, �

�	����	���
, 	 4�
�	
���
 �������,  

�
 �������� �
��� 1w  � 2w . 
��1����. P������ 
�
���>���� bazw +=  ����� 
��D���	���
, 

���� �	����� ������� 4���$���
	 a � b. �
��>�$, ��
 ��?� ���
-
	�� 4
	
��E� 
��
����
 ����� H�� 4���$����. ����� 4�� 1zz=  
4
�����$ 1ww= , �
 ���� bazw += 11 , � 4�� 2zz=  4
�����$ 

bazw += 22 . 
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9 H��� ��	����	 ���
��$: 21
12

1221

12

12 ,, zz
zz

zwzwb
zz
wwa ≠

−
−=

−
−= . 

�
�������� �

��
?���� 
��
����
 
4������E� 4���$���� a � b. 
�	���. �
�����, ��
 ������
� 
�
���>���� bazw += ,  

��� α= irea , $
>�
 �����, 4
����
	�	, ��
�� �
��� 1z  4����
����  

	 �
��� 1w , � ��
�� 4�
�	
���� 
dz
dw  	 �
��� 1z  �$��� �����
� 

������� a. 
��1����. Q�
�� ����� 
�
���>���� bazw += , ��� α= irea , 

��>�
 ����� ������� 4���$���
	 a � b. 9 ���
	��, ��
 �
��� 1z  
�
�>�� 4����
���� 	 �
��� 1w , 4
�����$ bazw += 11 . A������ H�
 
��	����	
 � ���
��
�
 ��	����	� bazw += , 4
�����$ 

( )11 zzaww −=− . F��	���
, ��
 a
dz
dw=  4�� 	���
$ z. �
H�
$�, ���	 

������� 4�
�	
��
� 
dz
dw  	 �
��� 1z , $� 
4������$ 4���$��� a. 

'���$ 
���
$, ������
� 
�
���>���� ( )11 zzaww −=−  4
��
���E 

4�������
 ( 11 azwb −= ). 

�	���. /���� �������E #�����E, 
�
���>�ED�E ���-
��
����� � 	��?���$� 	 �
���� 0, 1, i 	 4�
��
��� z �� 4
�
���� 
�$� �����
����� � 	��?���$� 2,0,1 i+  	 4�
��
��� w. 

��1����. ��
�
� 1. 9 ���. 36 	���$, ��
 ABCΔ  4����
���  
	 4
�
���� �$� 111 CBAΔ  4���$ �����ED�� 
4������: 

1) 4
	
�
� 
�
�
 ������ �

������ �� ��
� π
4
5 , �

�	����	�-

ED�� 4��
���
	���E 
π

= 4
5

1
i

ew ; 
2) 4��
���
	���� 4
�
��� � �����
$ 	 ������ �

������  

� �
H##������
$ 2=r  (��� ��� 211 =
AB

BA ): 12 2ww = ; 

3) 4����������� 4����
�, �$�D�ED�� �
��� ( )0,0C  	 �
��� 
( )1,11C ; 4
�����$ ib +=1 : iww ++= 12 . 
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���. 36 

 

�����	��, ��
 
2
2

2
24

5

ie
i

−−=
π

, 
�
��������
 4
����$ 

( )( )iziziw +−=++��
�

�
		



�
−−= 111

2
2

2
22 . 

��
�
� 2. ����� ���
$�� #������ ���� bazw += , ��� a � b – 
4
�� �� 
4���������� �
�������. �
 ���
	�E ����� �
��� 01 =z  
� 12 =z  �
�>�� 4������, �

�	����	���
, 	 �
��� iw +=11   
� 02 =w . �
�����$ �����$� ���	����� ��� 
4��������� a � b: 

�
�
�

+=
=+

.0
,1

ba
bi

 

F��E�� ibia +=−−= 1,1 , ����
	������
 ( )( )ziw −+= 11 . 
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'����	 ��� �����
��
��(��!� �����	� 
 
1. ������ ��
$���������� �$��� (��	��, �����>����, 4
	
-

�
�) �����ED�� 4��
���
	����: 
�) izw 3+= ; 
���: 4����������� 4����
�; 
�) 5+= zw ; 
���: 4����������� 4����
�; 
) izw = ; 
���: 4
	
�
�; 

$) zew
i
⋅=

π
6 ; 
���: 4
	
�
�; 

�) zw 3= ; 
���: 4
	
�
�; 

�) ziw
2

1−= ; 
���: �����>����. 

2. /���� 
�D�� 	�� �������� #������, � 4
$
D�E �
�
��� 

��D���	������ 4��
���
	����: 

�) 	������ 4
��4�
��
��� �� ����; 
���: bazw += ; 
�) 	������ 4
��4�
��
��� �� ��>�EE 4
��4�
��
���; 
���: 

bazw +−= ; 
) 	������ 4
��4�
��
��� �� 4��	�E 4
��4�
��
���; 
���: 
( )baziw +−= , ��� a � b – �����	�������� �����, 0>a . 

3. /���� �������� 
�
���>���� bazw += , 
���	��ED�� �
�-
�� 0z  ��4
�	�>�
� � 4���	
��D�� �
��� 1z  	 �
��� 1w : 

�) iz −=10 , iwiz 34,2 11 −=+= ; 
���: ;
5

214
5
81 iziw +++−=  

�) iwiziz 32,21, 110 −=−=−= ; 
���: ;2 izw +=  
) z0 = –1 – i, z1 = 3 – 2i, w1 = 3i; 
���: .2−= izw  
4. /���� �������E #�����E ( )zfw = , 
�
���>�ED�E 4
�
-

��, ���E�����E $�>�� 4��$�$� haxax +== , , �� 4
�
�� 10 << u  

	 4�
��
��� w. 6���: 
h

azw −= . 

 

3. ���?��$��� ���G��J����, �(<8�(��'��$�� ?<��-��) 1w
z

=  

 
'
��� M � M ′  ���	�E��� ��$$�������$� 
��
�������
 


���>�
��� ), ����: 
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1) 
�� ���
����� �� 
��
$ ����, 	��
��D�$ � ������ 

���>�
���; 

2) 4�
�	������ �� �����
���� 
� ������ 
���>�
��� ��	�
 
�	������ ������� 
���>�
���: 2RMOOM =′⋅  (���. 37). 

 

 
���. 37 

7��������. '
��� 
���>�
��� ) 
��$$������� ��$�$ ���� 
��
������-
�
 H�
� 
���>�
���. 

��� ������ O 
���>�
��� ) 
��$$������
� �
��
� 
��
�������
 ) 
�	������ ����
����
 ��������� �
���. 

G��� ����� 
���>�
��� ) ���
-
����� 	 ������ �

������ � 
��� � 
��$$��������  
��
�������
 ) �
��� 

�
���>��� �
$4�����
� ����
 z, �
 ������ �

�	����	��� �
$-

4�����
$� ����� 
z

R2
. 

 

 
���. 38 

���
���
	���� 
z

w 1= , 

���	��$
� ���!����, �
��
�� � 
�	�� ��$$�������� 
���>����: 

��
�������
 �������
� 
���>-
�
��� � 
��
�������
 �����	�-
�����
� 
�� (���. 38). 

���
���
	���� 
z

w 1=  �
�-

#
�$�
� 	
 	��� ���?�����
� 
4�
��
���, 4����$ �
��� 0=z  �
-

�	����	��� �
��� ∞=w , � �
��� 

∞=z  – �
��� 0=w . �����E�, ��

��
� $�>�� �����$� 	 ����
����
 �������
� �
��� 
��
� � 4�
�-
�
���� (z ��� w) ��	�� ���� $�>�� 
����$� H��� ����� 	 ������ 

�

������ ����
� 4�
��
���. ��� 
�
���>���� 
z

w 1=  
���>�
��� 

4����
��� 	 
���>�
���, � 4��$�� – 	 4��$��. /�4
�	�>��� �
�-
��: 11 +=z  � 12 −=z . 
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�	���. /���� 
��� 
���>�
��� 3=z  4�� 
�
���>���� 

z
w 25= . 

��1����. ��
�
� 1. ����� ivuwiyxz +=+= , . '
��� �

��
-

?���� 
z

w 25=  4���4�?�$ 	 	��� 2222
252525

yx
yi

yx
x

iyx
ivu

+
−

+
=

+
=+ , 


����� 2222
25,25

yx
yv

yx
xu

+
−=

+
= . 

���	����� 
���>�
��� 3=z  	 ������
	�� �

�������� �4�-
��	����� 	 	��� 922 =+ yx . 9���E��	 � 4
�������� 	�?� ��-

	����	 x � y, ����$ �$��� 
2

22

3
25
�
�
�

	


�=+ vu , �
 ���� 
���>�
��� ����-

��� 
3
25=R  � �����
$ 	 ������ �

������ 	 4�
��
��� w. 

��
�
� 2. P�4�?�$ z � w 	 4
��������
� #
�$�: 
θϕ =ρ= ii rewez , . '
��� 4�� 
�
���>���� 

z
w 25=  4
����$ 

ϕ
θ

ρ
= i

i

e
re 25 , 
����� ϕ−=θ

ρ
= ,25r , ��� 3=ρ  � π≤ϕ≤ 20 . P�����, 

ϕ−= iew
3
25  ���� 
���>�
��� ������� 

3
25=r  � �����
$ 	 ������ �
-


������, 4�
�
��$�� 4
 ���
	
� �������, �
��� ���
���� 
���>-
�
��� 4�
�
����� 4�
��	 ���
	
� �������. 

��
�
� 3. 9 ��	����	� 
z

w 25=  �$��$ 
w

z 25= . �
����	��� H�
 

	���>���� 	 ���	����� 
���>�
��� 3=z  � 4
������ �	
���	
$ 

$
����, 4
�����$ 325 =
w

, ��� 325 =
w

, 
����� 
3
25=w . ����
	�����-

�
, 
���
$ 
���>�
��� 3=z  4�� 
�
���>���� 
z

w 25=  ����� 


���>�
��� 
3
25=w . 
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'����	 ��� �����
��
��(��!� �����	� 
 

1. /� ����E 
������ 
�
���>��� #������ 
z

w 1=  4
��4
�
�� 

0Im,1Re0 ><< zz ? �	������. �
����� ivuwiyxz +=+= , , 4
����$ 

2222 ,
yx

yv
yx

xu
+

−=
+

= . F��
�� ������� 4
��4
�
��, ��4��$��, 

���, ��
�� 
������ 
���	����� ���	�, 	 ���� 4�����4� �

�	����	�� 
������ ���
��$, ��
 
���
$ 4
��4
�
�� ����� ���	����� �	��-

���� � 	���
?����$ 4
������
$ 
2
1

2
1 ≤−z . 

2. /���� 
���� �����ED�� $�
>���	 4�� 
�
���>���� 

z
w 1= : 

�) 
3

arg π=z ; 
���: 
3

arg π−=w ; 

�) π<<π= zz arg
4

,1 ; 
���: 
4

arg,1 π−<<π−= zw ; 

) 0,42 =≤≤ yx ; 
���: 0,
2
1

4
1 =≤≤ vu ; 

$) 0,12 =−<<− xy ; 
���: 0,1
2
1 =<< uv ; 

�) 1Re0 << z ; 
���: 0,
2
1

2
1 >>− uw . 

 

4. &��G��-'���)��� ?<��-�� 
dcz
bazw

+
+=  

 

������� 
dcz
bazw

+
+= , ��� a, b, c, d – �
$4������� 4
��
�����  

� 0≠−bcad , 	��$�
 
��
����
 � �
�#
�$�
 
�
���>��� ���?�-
�����E 4�
��
��� z �� ���?������E 4�
��
��� w. ���
���
	����, 

��D���	���$
� ��
��
-������
� #�������, ���	����� ��
��
-
�������$. !�>�
� ���
� 4��
���
	���� $
>�� ���� 4
�����
  

������������ ��	���� 
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� 4
$
D�E 4
����
	������
�
 4��$������ 4�
���� �������� 4��-


���
	���� � 4��
���
	���� 	��� 
z

w 1= . 

�	���. /���� ���
	��, 4�� �
�
��� ��
��
-�������� #���-

��� 
dcz
bazw

+
+=  
�
���>��� 	����EE 4
��4�
��
��� 0Im >z  �� 	���-

�EE 4
��4�
��
��� 0Im >w . 
��1����. ��� H�
$ 
�
���>���� ���������, ��
�� ������� 


������ 0Im >z  – 
�� 0x, 4�
�
��$�� ���	� ��4��	
, 
�
���>����� 
	 ������� 
������ 0Im >w , �
 ���� 	 
�� 0u, 4�
�
��$�E ���>� 
���	� ��4��	
. '���$ 
���
$, 4�� �E��� �����	�������� ����-
���� z �
�>�� ���� �����	�������$� � ������� w. F��	���
, ��
 
H�
 	
$
>�
 ��?� 4�� �����	�������� �������� ����� a, b, c, d. 
�����, ��>�
$� iyxz += , ��� 0>y , �
�>�
 �

�	����	
	��� ���
� 

ivuw += , � �
�
�
�
 0>v . �
����	�	 iyxz +=  	 #
�$��� 

dcz
bazw

+
+= , 4
����$ ( )( )

( )
( )

( )
,2222

2

ydcx
ybcadi

ydcx
acydcxbaxivuw

++
−+

++
+++=+=  


����� ( )
( ) 22 ydcx

ybcadv
++

−= . '�� ��� ���� 0>y  � ��$������� 4
�
>�-

�����, �
 ��� 4
�
>������
��� v ��
��
��$
 � �
����
��
, ��
�� 
	�4
����
�� ���
	�� 0>−bcad . J�
 � ���� ��
��
��$
� ���
	��. 

 
�����
�� ������-�	�����!� #������)����	� 

 
1. ���!���� �����
��. ��
��
-������
� 4��
���
	���� 


���>�
��� 
�
���>��� 	 
���>�
���. ���$�� ����� ��������� 

���>�
���E ����
����
�
 �������. 

2. �����
�� �	���
�		. �	� �
��� 1z  � 2z , ��$$�������� 

��
�������
 
���>�
��� C, 
�
���>�E��� 	 �
��� 1w  � 2w , ��$-
$�������� 
��
�������
 
���>�
��� ), �� �
�
��E 
�
���>����� 

���>�
��� C. 

��������. G��� 4�� ��
��
-������
$ 
�
���>���� ( )zfw=  
4��$�� ��� 
���>�
��� γ 4����
��� 	 
���>�
��� ) � 
��� � �	�� 
�
���, ��$$�������� 
��
�������
 γ, 4����
��� 	 ����� 
���>�
-
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��� ), �
 ������ �
��� ��
��
��$
 4����
��� 	 ����
����
 ������-
��E �
���. 

3. ��D���	��� ������	����� ��
��
-�������� #������, �
�
-
��� ��� ������� �
��� 321 ,, zzz  4�
��
��� z 4���	
��� 	 ��� �-
������ �
��� 321 ,, www  4�
��
��� w. F�� �$��� 	�� 

13

23

2

1

13

23

2

1

zz
zz

zz
zz

ww
ww

ww
ww

−
−⋅

−
−=

−
−⋅

−
− . 

�	���. /���� ��
��
-�������E #�����E, 4���	
��D�E 
�
��� 1,,1 321 −=== zizz  	 �
��� 1,0,1 321 ==−= www . 

��1����. A
�4
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