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ИСТОРИЯ  САМОЙ  КРАСИВОЙ
ФОРМУЛЫ  МАТЕМАТИКИ
ТОЖДЕСТВО  ЭЙЛЕРА

История формулы Эйлера ln(cosφ+isinφ) = iφ или cosφ+isinφ = eiφ и история самой красивой формулы математики eiπ = –1, или 
eiπ+1 = 0 в основном известны, кроме одной небольшой детали: кто же впервые написал их в приведённом нами виде? Мы постара-
емся пролить свет на этот вопрос. Всё началось, когда Л. Эйлеру ещё не исполнилось семи лет: английский астроном и математик 
Р. Коутс разработал идею Иоганна Бернулли о связи между логарифмами и круговыми функциями и получил первую из приведенных 
нами формул. Затем И. Бернулли и Г. Лейбниц обсуждали значение логарифма отрицательного числа. Близок к решению вопроса был 
Джулио Фаньяно. 34-летний Эйлер получил первую и вторую формулы, связывающие показательную и тригонометрические функ-
ции, а затем и выражение логарифма отрицательного числа. В работе Эйлера содержатся значения логарифма для различных дуг, 
в том числе и для π, но нет явного выражения eiπ = –1. Это равенство появилось более чем полвека спустя в работе французского 
инженера и математика Жака Франсе среди нескольких частных случаев формулы Эйлера. Математики-теоретики, к частности, 
О. Коши, не выделяли эту формулу среди других. Уже было забыто происхождение этих формул из геометрических и механических 
задач. Среди специалистов сопредельных наук – физики, астрономии, геодезии, картографии, логики, философии – росло восхище-
ние красотой и таинственностью этой формулы. Вокруг тождества Эйлера начал возникать мистический ореол (Б. Пирс). В кон-
це XX века по опросу читателей журнала Mathematical Intelligenсer, тождество Эйлера было признана самым красивым матема-
тическим результатом из 24 предложенных. В нашей статье приводится хронология предшествующих математических событий. 

Ключевые слова: Тождество Эйлера, история, Дж. Кардано, Р. Бомбелли, Дж. Непер, Дж. Валлис, Р. Декарт, И. Бернулли, 
Г. Лейбниц, Р. Коутс, Дж. К. Фаньяно,  Л. Эйлер, Ж. Даламбер, А. Муавр, К. Вессель, Арган, Ж. Франсе, О. Коши, Б. Пирс.

THE MOST BEAUTIFUL
FORMULA IN  MATHEMATICS.
EULER IDENTITY HISTORY

The history of Euler's formula ln(cosφ+isinφ) = iφ or cosφ+isinφ = eiφ and the history of the most beautiful formula in mathematics 
eiπ = –1 or eiπ+1 = 0 are mostly known, except for one small detail: who fi rst wrote them in the form we have given? We will try to shed 
light on this issue. It all started when L. Euler was not yet seven years old: the English astronomer and mathematician R. Cotes developed 
the J. Bernoulli’s idea of a connection between logarithms and circular functions and received the fi rst of the formulas we have given. Then 
I. Bernoulli and G. Leibniz discussed the value of a negative number logarithm. Close to resolving the issue was Giulio Fagnano. 34-year-old 
Euler received the fi rst and second formulas connecting the exponential and trigonometric functions, and then the expression for the negative 
number logarithm. Euler's work contains the values of the logarithm for various arcs, including for π, but there is no explicit expression 
eiπ = –1. This equality appeared more than half a century later in the work of the French engineer and mathematician Jacques Français 
among several special cases of Euler's formula. Theoretical mathematicians, in particular, A. Cauchy, did not single out this formula among 
others. The origin of these formulas from geometric and mechanical problems has already been forgotten. Among specialists from adjacent 
sciences – physics, astronomy, geodesy, cartography, logic, philosophy – admiration for the beauty and mystery of Euler identity grew. 
A mystical halo began to appear around this formula (B. Pierce). At the end of the 20th century, according to a survey of readers of the journal 
Mathematical Intelligenсer, Euler's identity was recognized as the most beautiful mathematical result out of 24 proposed. Our article provides 
a chronology of previous mathematical events.
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Введение

Связь между последовательностями значений 
дуг и последовательностями значений логарифмов 
(тогда ещё не функций!) возникает в XVI в. с на-
чалом изучения изогональной спирали, названной 
впоследствии логарифмической спиралью. В ге-
ометрических и механических задачах, о которых 
мы будем говорить, использовались также логи-
стическая кривая (поместив которую в систему ко-
ординат, сейчас мы можем интерпретировать в за-
висимости от положения либо как логарифмику, 
либо как экспоненциальную кривую) и гипербола. 
Поскольку ни понятия функции, ни тем более те-
ории элементарных функций в начале XVIII века 
ещё не было, а теория рядов и методов интегриро-
вания едва начали развиваться, в прикладных зада-
чах преобладали геометрические методы, постро-
ение пропорций, метод конечных разностей, до-
стигавшие высокой виртуозности. Математики и 
астрономы сопоставляли арифметические и геоме-
трические последовательности, дуги и отношения 
отрезков с помощью логарифмической шкалы, что 
позволяло им получать результаты, которые сейчас 
мы легко получаем с помощью рядов и определен-
ных интегралов. Так Р. Коутсом (R. Cotes) была по-
лучена формула поверхности сплюснутого и вытя-
нутого сфероида, содержащую вербальное выраже-
ние, эквивалентное ln(cosφ+isinφ) = iφ, на базе ко-
торой 29 лет спустя Эйлер вывел эту же формулу 
с помощью интегралов, а затем с помощью рядов. 

Тождество Эйлера eiπ = –1 никогда не было напи-
сано самим Эйлером. Ныне это тождество окруже-
но вниманием физиков, философов и популяриза-
торов, ему приписывается едва ли не мистическое 
значение: ведь в записи eiπ+1 = 0 дана связь пяти 
самых главных чисел математики. Ни сам Эйлер, 
ни математики следующих поколений не придава-
ли особого значения этой формуле. Полвека спустя 
после той работы Эйлера, из которой формула сле-
дует как частный случай, она впервые была опубли-
кована в работе инженера-математика Ж. Франсе, 
а ещё полвека спустя выраженное восхищение её 
красотой прозвучало в лекции астронома Б. Пирса. 
Рассмотрим последовательно все математические 
события.

1545, Джироламо Кардано,
первое появление комплексных чисел

В 1545 г. Джироламо Кардано в своей книге Ars 
magna [18] получил корни из отрицательных вели-
чин при исследовании общей формулы кубического 

уравнения. Так как корни вспомогательного ква-
дратного уравнения были взаимно сопряжённы-
ми и при сложении уничтожались, Кардано рас-
сматривал их как полезную вспомогательную кон-
струкцию.

1572, Рафаэль Бомбелли, операции
сложения и умножения комплексных чисел

В 1572 г. инженер-гидравлик Р. Бомбелли в кни-
ге Алгебра [17] указал на возможность определить 
отношение равенства, сумму и произведение ком-
плексных чисел. Но ни физического, ни геометри-
ческого смысла у корней из отрицательных вели-
чин ещё не было. Традиционно числа воспринима-
лись как количества или отношения, поэтому ни от-
рицательным, ни тем более мнимым числам в алге-
бре не находилось места.

1614, Джон Непер, логарифмы

В 1614 г. Джон Непер опубликовал Описание 
удивительной таблицы логарифмов [43], содер-
жащую понятие логарифма и таблицы логариф-
мов тригонометрических функций для первой 
четверти круга с шагом в 1 минуту. Потребность 
в этом новом математическом инструменте была 
особенно велика у астрономов, вынужденных пе-
ремножать большие числа. Логарифм и скорость 
его изменения были определены Непером кине-
матически, последующие математики стали вы-
числять его с помощью квадратуры гиперболы, 
а в 1668 (Logarithmo-technia, Mercator, N.) поя-
вилась и формула разложения логарифма в ряд 
[40, c. 30–34]. Большим шагом в восприятии опе-
раций над иррациональными числами было введе-
ние десятичных дробей, которые Непер использо-
вал для приближенных вычислений и оценки по-
грешности. В 1620-е гг. У. Оутред и Э. Уингейт 
сконструировали логарифмическую линейку. Но 
логарифм оставался в роли регулярного средства 
и ещё долгое время не считался функцией.

1637, Рене Декарт
о статусе комплексных чисел

В 1637 г. Рене Декарт в своей Геометрии [1] рас-
сматривал задачу о пересечении окружности с па-
раболой. Случай раздельного положения парабо-
лы и окружности Декарт рассматривал как отсут-
ствие истинных (действительных), ложных (отри-
цательных) корней, а лишь наличие воображаемых 
(imaginariae). «Не существует ни одной величины, 
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которая соответствует этим воображаемым кор-
ням» [1, с. 85].

Благодаря Декарту началась алгебраизация гео-
метрии. Над отрезками и другими геометрически-
ми объектами стали производиться алгебраические 
операции, и здесь для нас будут важны свойства 
изученных с алгебраической точки зрения гипер-
болы, логарифмической спирали и логистической 
кривой, о чем пойдет речь далее.  

1685, Джон Валлис, попытка
интерпретации комплексных чисел

В 1685 г. Джон Валлис в трактате Алгебра [51] 
впервые сделал попытку дать геометрическую 
и физическую интерпретацию отрицательным и 
мнимым числам. Валлис впервые вводит число-
вую прямую, содержащую положительные числа, 
ноль и отрицательные числа, а затем формирует 
прообраз комплексной плоскости. Сначала он рас-
сматривал мнимое число как сторону утраченного 
квадратного земельного участка, затем как среднее 
геометрическое между отрезками, отложенными в 
положительную и отрицательную стороны, т.е. как 
вертикальный отрезок по отношению к действи-
тельной прямой: «Ибо точно так же, как  озна-
чает пропорциональное среднее между +b и +c; или 
даже между –b и –c (что при умножении любого из 
них даст +bc:), поэтому корень (–bc) будет означать 
среднее пропорциональное между (+b) и (–c) или 
между (–b) и (+c); любое перемножение даст –bc. 
Этот факт, поскольку он касается чисто алгебраиче-
ского рассмотрения, представляет истинную идею 
мнимого корня » [52, с. 287].

Далее, рассматривая среднее геометрическое в 
окружности и гиперболе, Валлис приходит к свя-
зи между ними с помощью мнимой подстановки 
[51, с. 294]. Эту идею впоследствии использовал 
Муавр, переходя от окружности x2+y2 = 1 к гипер-
боле x2–y2 = 1 с помощью замены y на .

1702, работы И. Ньютона, А. Муавра,
И. Бернулли по развитию методов

интегрирования рациональных функций 

На рубеже XVII–XVIII веков с созданием диффе-
ренциального и интегрального исчисления в трудах 
И. Ньютона, Г. Лейбница, И. Бернулли, А. Муавра 
и Р. Коутса (Cotes) шла интенсивная работа по соз-
данию техники интегрирования рациональных 

функций. Далеко не всегда площадь либо длину 
кривой можно было выразить в алгебраической 
форме, тогда говорили (напр., Ньютон), что кривая 
квадрируется геометрически или в конечном виде. 
Иначе стремились свести задачу к квадратуре ко-
нических сечений. К 1711 г. Ньютоном были полу-
чены разложения в ряды бинома, синуса, косинуса, 
показательной и некоторых других функций1.  

Прежде всего исследовались свойства тех функ-
ций, которые применялись к получению квадрату-
ры круга и гиперболы, а также простейших транс-
цендентных функций. Было замечено, что инте-
грирование рациональных выражений с помощью 
мнимых подстановок может быть приведено к ко-
нечным алгебраическим выражениям или к квадра-
турам неопределенных отрезков круга и гипербо-
лы. Особенно выделим работу И. Бернулли 1702 г. 
Решение задачи об интегральном исчислении с не-
которыми сокращениями по отношению к этому 
исчислению [14]. В дополнении Сокращенный спо-
соб преобразования сложных дифференциалов в 
простые и обратно; и наоборот, даже простых 
мнимых дифференциалов в сложные веществен-
ные [15, с. 399–400] к этому мемуару Бернулли пи-
шет о возможности преобразования мнимого лога-
рифмического дифференциала вида  в 
дифференциал вещественного кругового сектора с 
помощью мнимой подстановки: «Полагая

мы получим . 

Так как ∫(adz:(bb:zz)) зависит от квадратуры кру-
га и, с другой стороны,

,

двум дифференциалам мнимых логарифмов, то от-
сюда следует, что мнимые логарифмы заменяют со-
бою вещественные круговые секторы: при сложе-
нии мнимые величины уничтожаются и сумма де-
лается вещественной» [15, с. 400]. Аналогично 
Бернулли преобразует дифференциалы гиперболи-
ческого сектора к мнимому логарифму и обратно. 

Уравнения кубические и более высоких степе-
ней решались не только алгебраически, но и три-
гонометрическим способом, с помощью синусов 
кратных дуг. Известен эпизод с Франсуа Виетом, в 
1594 г. решившим этим способом алгебраическое 

1 Ряд для логарифма получил Н. Меркатор в 1668 г. Не путать с картографом Герардом Меркатором.
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уравнение 45-й степени. Используя известные три-
гонометрические соотношения и переходя от дуг 
окружности к дугам гиперболы с помощью мнимой 
подстановки [41, 42], Муавр пришел к формуле воз-
ведения в степень и извлечения корня натуральной 
(до 7-й) степени из комплексного числа. 

Следуя Иоганну Бернулли, прием мнимой под-
становки использовал Дж. Фаньяно [33].

И. Ньютон и его ученик Р. Коутс (Cotes) разрабо-
тали таблицы дифференциалов, соответствующих 
квадратурам. Во времена Ньютона еще не суще-
ствовало понятия неопределенного интеграла как 
первообразной, и не была формализована форму-
ла Ньютона-Лейбница. Квадратуры искали как ге-
ометрические задачи: выразить длину или площадь 
под данной кривой как длину или площадь уже из-
вестной круговой (либо гиперболической) дуги или 
сектора соответственно. Неопределенный интеграл 
как первообразная приобретает самостоятельное 
значение у Эйлера.

1712, Иоганн Бернулли, Готфрид Лейбниц,
Жан Лерон Даламбер о значении
логарифма отрицательного числа

До 1702 года мнимые числа рассматрива-
лись лишь как корни из отрицательных вели-
чин. Долгое время было неясно, приводят ли опе-
рации над комплексными числами к числам тако-
го же вида2. Понятие логарифма также было неяс-
ным: это был либо показатель некоторой прогрес-
сии, либо квадратура гиперболы, либо степенной 
ряд, но никак не функция с чёткой областью опре-
деления. Глубинные связи между этими проявле-
ниями ещё не были изучены. В 1702 году Иоганн 
Бернулли столкнулся с проблемой вычисления ло-
гарифма отрицательного и комплексного числа. К 
1712 году Бернулли и Лейбниц в своей переписке 
спорили по поводу того, чем является логарифм от-
рицательного числа [50]. Лейбниц подставил в фор-
мулу разложения логарифма в ряд x = –2 и заклю-
чил, что логарифм от –1 не может быть нулём. Для 
положительного числа a справедливо .
Продолжая рассуждение, можно заключить, что 

. Но чему равен ln(–1)? 

Лейбниц полагал, что он должен быть комплексным 

(мнимым), но и этот термин у него не имел чётко-
го определения. Бернулли [50, с. 294], а потом и 
Даламбер [27, c. 210–1230], считали, что логарифм 
отрицательного числа должен быть вещественным. 
Аргументы Бернулли были основаны на интегри-
ровании логарифма от (–x) как интеграла от dz:z, 
взятого между пределами 1 и (–x), но, как подметил 
И.Ю. Тимченко, он проводил интегрирование через 
полюс z = 0 и получал log(–x) = logx [4, с. 212–213]. 
Позже Эйлер доказал, что логарифм отрицатель-
ного числа будет комплексным, добавив, что лога-
рифм многозначен.

История логарифмической спирали

Логарифмическая спираль, известная нам по 
уравнению в полярных координатах ρ = aebφ, была 
впервые описана А. Дюрером в 1525 г. [28, с. 29] 
как спираль, в каждой своей точке составляющая 
постоянный угол с касательной (изогональная спи-
раль). Её изучали Р. Декарт (1638), Е. Торричелли 
(1644) [48], И. Ньютон (1687) [3, c. 370–375 и да-
лее], Якоб I Бернулли (1691, 1692) [13, с. 207–213], 
П. Вариньон [49, с. 69–131]. Декарт внес в геоме-
трию алгебраический алгоритм. Он установил, 
что у логарифмической (изогональной) спирали 
при изменении угла в арифметической прогрессии 
радиус-вектор меняется в геометрической прогрес-
сии и показал равносильность тому, что полярные 
углы для точек кривой пропорциональны логариф-
мам радиус-векторов [1, с. 192, 250]. 

В 1714 г. английский астроном и математик, уче-
ник, редактор и издатель Ньютона, Роджер Коутс 
(Roger Cotes) рассмотрел логарифмическую спи-
раль, которую он называет обратной или равно-
угольной спиралью – (reciprocal spiral, Spiralem 
Aequiangulam), расширил исследования Вариньона, 
и на базе изучения ее свойств выработал собствен-
ный вычислительный метод для решения задач ана-
лиза. 

1714, Роджер Коутс, логарифм
комплексного числа. Связь между

дуговыми и логарифмическими функциями 

Английский математик, механик и астро-
ном Р. Коутс3 (1682–1716), ученик, редактор и из-
датель Ньютона, сделал значительный вклад в 

2 В 1749 г. Эйлер в статье «Исследование о мнимых корнях уравнений» показал, что операции над комплексными числами при-
водят к числам того же вида.

3 Написание его имени в русской историко-математической литературе: Коутс, Котс, Котес. Следуя А.П. Юшкевичу, мы будем 
придерживаться написания Коутс.
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вычислительные методы астрономии и математи-
ки. Иногда его называют английским Эйлером. При 
жизни была опубликована только одна его статья, 
Логометрия. Измерения отношений (1714) [25]. 
Продолжение – вторая и третья части Логометрии 
вместе с трудами по вычислительным методам и 
теории ошибок в астрономии и геодезии, вышли 
уже посмертно под названнем Гармония измере-
ний [26] (1722). Юшкевич отмечает: «Здесь выве-
дены и обоснованы такие формулы, как например, 

, причем такими словами: наименьшее 

изменение какой-либо круговой дуги относится к 
наименьшему изменению синуса этой дуги, как ра-
диус к синусу дополнения. Что касается функций, 
обратных тригонометрическим, то они в это вре-
мя выступали как некоторые площади, и символика 
для них еще не была создана» [7, с. 341].

Ньютон рассмотрел большое число интегра-
лов, содержащих корень из квадратного трехчлена, 
и создал таблицы простейших кривых, сравнимых 
по квадратуре с эллипсом и гиперболой. Разработку 
его методов продолжил Коутс. 

В Гармонии измерений впервые опубликованы 
графики тангенса и секанса, таблицы дифференци-
алов, таблицы интегралов для большого числа алге-
браических функций, а также теорема о разложении 
на множители первой и второй степени двучлена 
an ± xn, доказанная впоследствии Муавром. Коутсу 
принадлежит едва ли не самое первое печатное вы-
числение чисел e и 1/e с 12-ю верными знаками с 
помощью непрерывных дробей (у Лейбница было 
8 знаков, позже у Эйлера – 14, затем 23). В этой же 
работе содержится более подробное пояснение ме-
тода Логометрии.

Коутсу мы обязаны введению радиана, форму-
лами производных тригонометрических функций; 
методами аппроксимации квадратур, в т.ч. фор-
мулами Ньютона-Котса. На основании выведен-
ных формул Коутс для большого количества кри-
вых вычислил длины дуг, площади, объёмы и по-
верхности тел вращения. Полученные результаты 
Коутс применял к задачам механики, физики и на-
вигации. 

Метод Коутса автономен по отношению к рядам 
и флюксиям. Он построен на пропорциях, исполь-
зовании свойств гиперболы, логарифмической спи-
рали и логистической (логарифмической) кривой, а 
также сопоставления арифметической и геометри-
ческой прогрессий. 

Логарифмическая (логистическая) кривая, тог-
да ещё не отнесённая к координатным осям, при-
менялась к любому соответствию между арифме-
тической и геометрической прогрессией, например, 
к вычислению сложных процентов (Я. Бернулли, 
Некоторые вопросы выгоды, с решением проблемы 
азартных игр, 1690, [12, с. 219–223]). 

Коутс получает такие же результаты, которые 
можно получить методом флюксий, но иногда его 
метод проще и быстрее, а часто его путь является 
единственно возможным для своего времени4. Хотя 
разложение функций в ряд и метод флюксий уже 
были известны, но само понятие функции было не-
ясным, и поэтому даже Ньютон в «Математических 
началах натуральной философии» весьма умерен-
но пользовался разложениями в ряды с помощью 
производных (например, разложение для синуса 
он получил, обратив ряд арксинуса, а не диффе-
ренцируя), а метод флюксий использовал весьма 
сдержанно. Операции над рядами: сложение, умно-
жение на число, дифференцирование, определе-
ние сходимости, ещё не были обоснованы. В то же 
время метод пропорциональных отношений, хотя 
бы и очень сложных, был традиционно испытан. 
У Коутса в Harmonia mensurarum составлены та-
блицы сложных пропорций для различных геоме-
трических объектов. Коутс виртуозно применя-
ет метод пропорций, а также своё понимание лога-
рифма как меры отношения, к геометрическим объ-
ектам. 

Кривые, кроме полярных, не строились в си-
стеме координат. Понятие геометрического ме-
ста точек только начало зарождаться в работах 
И. Бернулли и Г.Ф. де Лопиталя. Для аргумента и 
для значений функции (как мы их сейчас понима-
ем) строили прямые (как правило, параллельные), 
на которых откладывали значения аргумента на 
одной, соответствующие значения функции на дру-
гой. Затем, сопоставляя эти значения, вне системы 
координат строилась кривая. Если аргумент менял-
ся по закону геометрической прогрессии, для него 
рисовали шкалу, на которой откладывали соответ-
ствующие отрезки. Например, Э. Галлей в задаче 
о длине меридиана откладывал отрезки с общим 
началом 1, (1+x), (1+x)2, (1+x)3, и т.д., где x малό. 
На другой шкале откладывались значения соответ-
ствующей арифметической прогрессии из показа-
телей 0, 1, 2, 3, … Далее Галлей строил логарифми-
ческую спираль. При таких же начальных условиях 
Я. Бернулли (1690) демонстрировал закон сложного 

4 Например, длина подкасательной определяется из подобия треугольников. Коутс вычислял также периметр эллипса, который с 
помощью интегрирования стал доступен приближенно только в XIX веке.
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процента и строил логистическую кривую (сейчас 
мы знаем ее как экспоненту, но тогда кривая не со-
относилась с осями и ее расположение могло быть 
произвольным, т.е. могло выглядеть и как логариф-
мика5). Третья из используемых кривых, гипербо-
ла, строилась относительно своей асимптоты, опре-
делялась площадь под гиперболой. Было получено, 
что площадь пропорциональна логарифму отноше-
ния предельных абсцисс. Поэтому натуральные ло-
гарифмы называли ещё гиперболическими.

Коутс в «Логометрии» сначала определяет ква-
дратуру произвольной гиперболической области 
с помощью канона логарифмов, определяет лога-
рифм как меру отношения отрезков; устанавливает 
функциональное уравнение 

и далее выражал меру  как  

где M – постоянная,связанная с основанием лога-
рифма. Коутс подробно исследует отношение ло-
гарифма к различным квадратурам гиперболы. 
Пример, выбранный для иллюстрации результатов, 
представляет собой движение тяжелого тела, под-
нимающегося и опускающегося вертикально в сре-
де, сопротивление которой изменяется пропорци-
онально квадрату скорости6. Результаты связаны с 
работой Коутса над интегралами. В процессе ре-
шения возникают дифференциальные уравнения с 
тригонометрическими либо логарифмическими ре-
шениями, которые выражаются в геометрической 
форме и обобщаются в терминах свойств окружно-
сти и гиперболы.

Коутс прибегает к методу пропорций, когда вы-
числяет поверхность слоя сплюснутого и вытянуто-
го сфероида (эллипсоида вращения), и при этом по-
лучает во втором случае формулу, в наших обозна-
чениях имеющую вид ln(cosx + isinx) = xi, связыва-
ющую круговые и логарифмические функции, и на-
званную в будущем формулой Эйлера. Коутс, обна-
ружив  благодаря своему методу связь между круго-
выми и логарифмическими канонами (функциями), 
называл эту связь чудесной гармонией природы: 

«Здесь, конечно, очень широкое поле приложений, 
на котором можно испытать силу метода, особенно 
если к Логометрии добавить Тригонометрию, в ко-
торой я однажды наблюдал странное родство меж-
ду методами, идущими друг с другом» [25, с. 30]. 

Заметим, что длина дуги эллипса не могла быть 
вычислена до появления теории эллиптических 
функций. Первые приближения были у Ньютона 
(1711) в Анализе с помощью уравнений [2, с. 8], за-
тем у Фаньяно (1750) [33], затем у Дж. Айвори в 
1798 [38], затем у Ф.В. Бесселя в 1825 [16]. Эйлер 
неоднократно обращался к проблеме спрямления 
кривых, в том числе к вычислению дуги эллипса7, 
при этом Эйлер использовал метод, совмещающий 
геометрию, тригонометрию и кинематику.

Приведем полностью рассуждение Коутса, в ко-
тором появляется формула Эйлера. К сожалению, 
подробное описание его метода требует слишком 
много места и времени, к этому мы обратимся в 
другой раз. Главная его задача - выразить искомую 
величину (здесь - поверхность сфероида) через по-
верхность шарового слоя известного радиуса, кото-
рый он находит методом пропорций. После перево-
да текста Коутса мы приведем наш комментарий. 

«Позвольте ещё рассмотреть поверхность, соз-
данную эллипсом. Пусть ANB — эллипс, описыва-
емый из центра C, с вершинами A и B, с фокусом 
F, главной полуосью CB и сопряженной полуосью 
CA; и в произвольной точке X на оси CA пусть от-
резок XN расположен по ординате, которая пересе-
кает эллипс в точке N. Выберите точку E так, чтобы 
CE относилось к CA, как CA к CF, и проведите EX. 
Затем возьмите [отдельно] такой отрезок KL, чтобы 
он относился к XC, как XE к CE, и отрезок LM, ко-
торый является мерой отношения между EX + XC и 
CE к модулю CE: и [тогда] поверхность, образован-
ная вращением дуги BN вокруг оси CX, будет со-
ответствовать кругу, описанному радиусом CB, по-
скольку сумма линий KL и LM равна KM этому ра-
диусу CB [ibidem, с. 32].

Для того чтобы это последнее построение име-
ло место, полуось СА, вокруг которой производи-
лось вращение, должна быть меньше другой полуо-
си СВ; ибо иначе значение модуля CE, т.е. величина 

 (в совр. обознач.  – Г.С.) 

5 Эйлер первым определил показательную функцию как обратную к логарифмической (1743, Эйлер, Логарифм отрицательного 
числа. [32, c. 273].

6 Эта же проблема подробно обсуждается у Ньютона в Principia. 
7 Например, в 1725–1727 (Архив АН. Ф. 136, оп. 1, № 115 ф. лл. 1-2 об.; Ф. 136, оп. 1, № 114, лл.1-4 об., Ф. 136, оп. 1 № 115б, 

лл. 1-4 об.), 1730-е гг. (Ф. 136, оп. 1, № 173, лл. 1-2 об.), в 1750-е гг., De lineis curvis, quarum rectifi catie per datam quadraturam mensuratur 
[30, с. 439–451].
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станет невозможной, и логометрическая конструк-
ция (которая обычно делается в случаях такого 
рода) превратится в тригонометрическую, как и 
следующая. 

Пусть теперь ANB – эллипс, описываемый из 
центра C, с вершинами A и B, с фокусом F, главной 
полуосью CA, сопряженной полуосью CB; а на оси 
СА находится произвольная точка X, являющаяся 

Иллюстрация 1. с. 31 Логометрии 
[25, c. 31]

Иллюстрация 2, Логометрия, с. 32. [25, c. 32]
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ординатой линии XN, которая пересекает эллипс в 
точке N. Пусть угол CXN опирается на прямую CE, 
которая относится к CA как CA к CF. Тогда возьмем 
KL, который относится к XC, как XE к CE, и [потом 
возьмем такой отрезок] LM, который является ме-
рой угла XEC к модулю CE, то есть, такого [угла], 
который равен дуге, чей синус равен [отношению] 
XC к радиусу CE; и тогда поверхность, образован-
ная вращением дуги BN вокруг оси CX; будет отно-
ситься к кругу, описанному радиусом CB, как сум-
ма отрезков KL и LM, составляющих KM, к этому 
радиусу CB [25, с. 31–32].

Размер этой поверхности также можно опреде-
лить с помощью Логометрии, но необъяснимым 
[загадочным] образом. Ибо если любая дуга четвер-
ти окружности, описанная радиусом CE, имеет си-
нус CX и синус дополнения к квадранту XE: прини-
мая за модуль радиус CE, тогда произведение дуги 
и  будет мерой отношения EX+XC  к CE. 
Но это следует более тщательно изучить в других 
случаях, для которых это может показаться сто-
ящим»8 [25, с. 31–32].

Вот другой перевод последней фразы: «Если 
какая-либо дуга четверти круга, описанного ради-
усом CE, имеет синус CX и синус дополнения до 
четверти XE и если принять радиус CE за модуль, 
то дуга будет мерой отношения EX+XC  к CE, 
умноженной на » (Перевод А.П. Юшкевича 
[7, с. 61]).

Пояснение к последней фразе таково. CE – ради-
ус окружности, угол 

Логарифм – это мера данного отношения, т.е. 

Дуга, соответствующая углу XEC и радиу-
су CE, измеренная в радианах, равна θ . Итого 
ln(cosθ+sinθ ) = θ . 

Из-за различий в переводе возникает изменение 
смысла: левую или правую часть равенства сле-
дует умножить на ? Заметим, что в Harmonia 

mensurarum 1722 г. эта же фраза повторяется до-
словно, но отличие составляет появление запятой, 
а именно: «Nam si quadrantis circuli quilibet arcus, 
radio CE descriptus, sinum habeat CX sinumque 
complementi ad quadrantem XE: sumendo radium 
CE pro Modulo, arcus erit rationis inter EX+CX  
& CE mensura, ducta in ». В некоторых источ-
никах говорится об ошибке Коутса: действитель-
но, если множитель  поместить не в правой, 
а в левой части равенства, появится лишний ми-
нус. Английский исследователь творчества Коутса, 
Ronald Gowing, полагает, что знак минус оправ-
данно возникает из-за двойственного толкования 
Коутсом направления хода дуги и ее комплексной 
природы [58, с. 38]. 

Заметим, что Коутс впервые в математике вво-
дит угол, чья мера всегда равна радиусу, т.е. обе-
спечивающему такое отношение, мера которо-
го всегда равна модулю. Это модулярное отноше-
ние равно 2, 71828…, соответствующий угол ра-
вен 57, 295 градусов, что составляет один ради-
ан. Именно благодаря Коутсу появилась радианная 
мера углов, без чего было бы невозможно появле-
ние тождества Эйлера.

Далее Коутс пишет: «Размер этого протяже-
ния также можно определить с помощью логоме-
трии, но необъяснимым образом… Но я оставляю 
эти вещи другим, которым будет полезно изучить 
их более тщательно. Из того, что было сказано ра-
нее, можно понять, насколько велика связь между 
мерами углов и отношениями и как легко они пре-
вращаются друг в друга путем небольшого измене-
ния для различных случаев одной и той же задачи» 
[25, с. 33]. Более Коутс не возвращался к этой теме. 

Коутс определяет площадь поверхности сплюс-
нутого и вытянутого сфероида, вращает эллипс во-
круг вертикальной оси. Сначала это эллипс с полу-
осями a > b, что дает сплюснутый сфероид. Здесь 

элемент дуги содержит множитель ,

что окончательно приводит к утверждению, что по-
верхность образованная дугой BN, вращающей-
ся вокруг оси CX, будет относиться к кругу, опи-
санному радиусом CB, как совокупность отрезков 
KL и LM, составляющих KM, к этому радиусу CB, 
а именно, при S – площадь верхнего купола сплюс-
нутого сфероида, 

8 Относительно перевода этого места есть разночтения. Во второй редакции 1722 г. после слова ducta поставлена запятая, что из-
меняет смысл. По замечанию И.Ю. Тимченко, начиная с работ Франсуа Виета слово ducere, ductio приобрело более широкий смысл: 
не просто умножение, а произведение: «произведение A и B обозначается словом in». (Тимченко, с. 106–108). В другой статье мы рас-
смотрим все варианты перевода.
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это мера отношения, т.е. логарифм отношения (обо-

значаемый l), а именно, .

Принимая во внимание, что точка Х скользит по 
вертикальной оси от нуля до b, и переходя к нату-
ральному логарифму, окончательно получаем для 
верхней половины сплющенного сфероида

Затем Коутс рассматривает эллипс с полуося-
ми a < b, фокус на вертикальной оси, вращение 
вокруг вертикальной оси, и рассматривает дугу 
верхнего купола вытянутого сфероида. Т.к. он 
по-прежнему располагает точку Х на вертикаль-
ной оси, полярный радиус больше экваториально-
го радиуса, а отношения строятся так же, возни-
кает корень из отрицательной величины, и мера 
дуги ХЕС}, умноженная на , определяется как 

. Как известно, эта 

площадь будет выражаться через арксинус9. 
Эйлер (1747), изучив работу Коутса, нашел бо-

лее простой путь: он сравнил первообразные двух 
интегралов  и  и заметил, что один 

интеграл из другого получается с помощью мни-
мой подстановки, после чего сравнил первообраз-
ные. Подробнее о рассуждении Эйлера ниже.

Благодаря Коутсу в геометрии и анализе впер-
вые появилась алгебраическая формула, связываю-
щая логарифмические и круговые функции.

Л. Эйлер. Основы теории
функций комплексной переменной 

С 1730 года Леонард Эйлер разрабатывал осно-
вы теории элементарных функций комплексно-
го переменного. В 1734–1735 гг. Эйлер полу-
чил условие  для функции 

f(z) = P(x, y)+iQ(x, y). В 1752 г. это же условие 

получил Даламбер, в XIX веке О. Коши (1814) и 
Риман (1851). Эйлер вводит понятие комплексной 
переменной и функции от неё, формулирует теоре-
му о разложении многочлена на множители первой 
и второй степени, раскладывает функции комплекс-
ной переменной в обобщённые степенные ряды и 
в бесконечные произведения («Введение в анализ 
бесконечно малых»,1748). Исследует условия кон-
формности отображения (1777); применяет ком-
плексные функции к вычислению интегралов (1776 
г. и после); вводит понятие гамма-функции (назва-
ние дано позже Лежандром) и некоторые другие 
специальные функции.

С 1743 г. в своих работах Эйлер переходил 
от координат точки (x, y) к комплексному числу 

, представляя его в полярных коорди-
натах . 

В 1743 году Эйлер создаёт метод решения ли-
нейных дифференциальных уравнений высших по-
рядков, в котором при решении характеристиче-
ских алгебраических уравнений возникают мни-
мые числа. При этом общее решение уравнения 
действительно. 

Эйлер использовал более удобные обозначе-
ния, а именно, букву «e» как основание натураль-
ного логарифма с 1728 г., букву «π» как отношение 
длины окружности к диаметру10 с 1736 г., букву «i» 
как обозначение мнимой единицы с 1777 г., причем 

даёт ей современное определение .  

Однако, что ещё долгое время вместо буквы «i» ма-
тематики использовали обозначение . 

1743, формулы Эйлера.

К 1711 г. Ньютоном были получены разложе-
ния в ряды бинома, синуса, косинуса, показатель-
ной и некоторых других функций. Эйлер с помо-
щью разложения в ряды получил выражения сину-
са и косинуса через экспоненту комплексного чис-
ла (формулы Эйлера). Об этом он писал в письмах 
к Гольдбаху 9.12.1741 и 8.05.1742, и к Николаю II 
Бернулли 16.01.1742, 10.11. 1742 (в этом письме 
также содержатся формулы возведения в степень в 
тригонометрической форме) [30, c. 519, 520, 529], 
затем опубликовал в 1743 г. [31]. 

Эйлер писал: «После рассмотрения логарифмов 
и показательных количеств следует рассмотрение 

9 Во времена Коутса не было ни символики, ни определения аркфункций.
10 Заметим, что число π как отношение длины окружности к диаметру впервые появилось в 1706 г. в работе У. Джонса [36] как со-

кращение слов «периметр» или «периферия» круга, но вошло в математический обиход благодаря Эйлеру.
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дуг круга и их синусов и косинусов, сколько и пото-
му, что они происходят от самых логарифмических 
и показательных количеств, когда эти последние за-
ключают в себе мнимые величины» [6, с. 110]. 

Также же Эйлер вывел формулу дуги 

эквивалентную формуле Эйлера [6, с. 119]. Это 
представление после Эйлера использовали Лагранж 
и другие математики в двумерных задачах гидроди-
намики.

1749, Эйлер о логарифмах
отрицательных и мнимых чисел

В 1747 г. (опубл. в 1749), уже после смерти сво-
его учителя И. Бернулли, Эйлер сделал доклад в 

Берлинской академии наук О логарифмах отри-
цательных и мнимых чисел [32], в котором приво-
дит формулу ln(–1) = (π ± 2πn)  и её частные слу-
чаи для ±π , ±3π , и т.д., а также формулу для 
ln1 = ln(–1)2, дающую значения ±2π , ±6π  и 
т.д. 

Сейчас мы знаем эту формулу в виде 
Lnz = ln|z|+iφ+2kπi. Вот как выглядит изложение 
Эйлера [ibidem, с. 269]:

«§1. В переписке гг. Лейбница и Иоганна 
Бернулли был большой спор по поводу логарифмов 
отрицательных и мнимых чисел, обе стороны упор-
но отстаивали свою точку зрения, сохраняя, одна-
ко, полное согласие в других вопросах анализа» 
[ibidem, с. 139].

Эйлер в качестве отправных точек рассуждения 
берет те самые интегралы и их первообразные, ко-
торые получались у Коутса в задаче о поверхности 

Иллюстрация 3. Представление 
Эйлером синуса через экспоненту 
(1743, [31, с. 177])

Иллюстрация 4. Стр. 177. 
Представление косинуса через 

экспоненту (1743, ibidem, с. 179)
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сфероида, а именно, арксинус и «длинный» ло-
гарифм.

Далее Эйлер рассматривает дуги на единичном 
круге, их синусы и косинусы с учётом периодич-
ности ±2πn+φ для значений аргумента  и 

т.д. Он обозначает x = sinφ, y = cosφ, .
Буквой l обозначен натуральный логарифм. Т.к. 

, Эйлер вводит обозначение 

, откуда . Следовательно,

Соответственно,

Очевидно, пишет Эйлер, константа C = 0.
Тогда

отсюда

или

Тогда

Возвращаясь к прежним обозначениям, 
l(cosφ+sinφ )=(φ±2πn)  [ibidem, p. 277].

И, наконец, Эйлер вычисляет ln(–1) (илл. 5).
Как можно видеть, у Эйлера уже содержится ра-

венство ln(–1) = ±πi. Но желанного выражения че-
рез экспоненту у него нет. 

На с. 279 Эйлер замечает: «Par la done la question, 
agitée entre MM. Leibnitz et Bernoulli, de savoir, si 
les logarithmes des nombres négatifs sont réels, ou 
imaginaires, est décidée en faveur, du premier, qui 
les soutient imaginaires, et toutes les objections que 
M. Bernoulli a élevèes contre ce sentiment, n’ont plus 
aucune prise sur cette décision» – «Отсюда вопрос, 
волновавший гг. Лейбница и Бернулли, вопрос о 
том, являются ли логарифмы отрицательных чисел 
действительными или мнимыми, решается в пользу 
первого, утверждавшего их мнимыми, и все возра-
жения и протесты г-на Бернулли уже не окажут ни-
какого влияния на этот вывод» – заметим, что опу-
бликовать это ехидное замечание Эйлер позволил 
себе лишь через год после смерти своего учителя 
И. Бернулли.

Иллюстрация 5 [32, с. 278]
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Из свойства логарифмов Эйлер выражает лога-
рифм отрицательного числа как сумму логариф-
ма от –1 и логарифма модуля соответствующего 
числа; выражает логарифм мнимой единицы как 
(±2n+1/2)π . На основании полученных логариф-
мов он доказывает формулу возведения в степень 
(cosφ+sinφ )μ = cosμφ+sinμφ  и формулу из-
влечения корня [ibidem, p. 281].

Как видите, отсюда лишь малый шаг до назван-
ного в начале наших тезисов тождества, но Эйлер 
его не делает. Возможно, он не придавал значения 
этой форме как частному случаю. 

Только после смерти Эйлера, уже в XIX веке, 
геометрическая интерпретация комплексного чис-
ла была открыта Весселем, Арганом, и развита в 
работах Гаусса, Грассмана, Гамильтона и других 
учёных.

1750 г., Джулио Карло Фаньяно

Джулио Карло, Граф Фаньяно, Маркиз де Тоски 
(1682–1766), получивший прекрасное гуманитар-
ное образование, практически безвыездно прожи-
вал в своем поместье на берегу Адриатического 
моря. Он заинтересовался математикой лишь в 
24-летнем возрасте. Ему ни разу не пришлось бе-
седовать ни с одним крупным математиком сво-
его времени, но изучив труды Декарта, Ньютона, 
Лейбница, Иоганна, Якоба и Николая I Бернулли, 
Лопиталя и многих других, он сам занялся мате-
матическими исследованиями11 и со многими ма-
тематиками состоял в переписке. Первые рабо-
ты Фаньяно были посвящены исследованию лем-
нискаты и нахождения ее длины. Трудность инте-
грирования в задаче остановила Якоба и Иоганна 
Бернулли, потому что инеграл не выражался эле-
ментарно. Фаньяно стал искать другие пути и обна-
ружил довольно простые отношения между некото-
рыми дугами лемнискаты. Впоследствии Эйлер, из-
учая работы Фаньяно, обратил внимание на струк-
турные свойства соответствующих интегралов. 
Свои работы Фаньяно публиковал на итальянском 
языке в венецианском журнале Giornale dei letterati 
l’Italia, а в 1750 издал двухтомник своих сочине-
ний [33], который отправил в Берлинскую акаде-
мию наук на рецензию к Л. Эйлеру. Восхищенный 
Эйлер способствовал избранию Фаньяно иностран-
ным членом Берлинской академии, и во многом 

продолжил исследования Фаньяно. Это относит-
ся к тем трудам Фаньяно, которые были написаны 
ок. 1719 г. и относились к развитию методов инте-
грирования с помощью введения мнимых перемен-
ных, а также их приложений к вычислению площа-
дей и дуг некоторых кривых, в том числе эллипса 
[33, с. 469]. Фаньяно, не скованный коллегиальны-
ми отношениями и профессиональными приклад-
ными задачами, занимался число математическими 
аспектами и выработал несколько оригинальных 
методов как в отношении решения алгебраических 
уравнений, так и в отношении методов интегриро-
вания, в частности, вычисления дуг кривых без по-
мощи рядов, лишь с помощью сопоставления их 
разностей. При решении квадратур Фаньяно сна-
чала ищет способ найти путем приближения кру-
говой сектора, дуга которого равна заданному про-
межутку гиперболы, а затем гиперболическую пло-
щадь, равную соответствующему круговому секто-
ру [33, с. 476]. 

Решая поставленную задачу: найти приближе-
нием, но без использования обращения ряда, сек-
тор окружности, равный заданному промежут-
ку между равносторонней гиперболой, асим-
птотой и двумя ординатами той же асимпто-
ты, Фаньяно получает и исследует уравнение, ко-
торым впоследствии заинтересовался Эйлер 
[33, с. 480]

(1)

При этом Фаньяно получает выражение арктан-
генса через логарифм, в наших обозначениях

а также её эквивалентные формы (илл. 6).
И, наконец, в последней главе Фаньяно ставит 

вопрос о вычислении дуги эллипса (точнее, о на-
хождении такой круговой или гиперболической 
дуги, которая равна дуге эллипса). Используя 
свой метод изучения лемнискаты, Фаньяно обра-
тил внимание на соотношение между дугами на 
эллипсе. При решении этой задачи у него возни-
кает интеграл, названный впоследствии эллип-
тическим. Фаньяно гордился тем, что он первым 

11 Заметим, что с точки зрения католической церкви, у Лейбница и Бернулли был только один недостаток: они были протестанта-
ми. Их сочинения, в частности, некоторые номера Acta eruditorum, входили в индекс запрещенных книг  L’Index librorum prohibitorum 
(декреты 29 марта 1690, 4 марта 1709, 15 января 1714) и Фаньяно регулярно приходилось просить у аббата Гвидо Гранди разрешения 
(лицензию) на прочтение этих книг (сами книги, как писал Фаньяно, с некоторыми усилиями удавалось достать) [45, p. 5].
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начал оперировать с мнимыми степенями. К со-
жалению, здесь мы не можем рассказать об этом 
подробно.

1797, Каспар Вессель, комплексное
число как направленный отрезок,

геометрическая интерпретация операций
 
В 1797 г. геодезист и картограф Каспар Вессель 

подал в Датскую академию наук работу Опыт об 
аналитическом представлении направления и его 
применениях, преимущественно к решению плоских 
и сферических многоугольников [Wessel C..], опу-
бликованную в 1799 г. Вессель ввёл понятие ком-
плексного числа как направленного отрезка, опре-
делил сложение как параллельное смещение пло-
скости, а умножение – как вращение плоскости с 
растяжением. Операции над комплексными числа-
ми распространились на операции над геометриче-
скими объектами.  Работа предназначалась для кар-
тографов, опубликована на датском языке, и более 
столетия оставалась неизвестной математическому 
сообществу.

1806, 1813/14, Арган.
Геометрические диаграммы 

Биографии Аргана спорна и даже подлинность 
его имени подвергается сомнениям. Возможно, его 
имя и годы жизни – Жан Робер Арган (1768–1822). 
Мы рекомендуем читателю обратиться к исследо-
ванию Шубринга (G. Schubring [47]), хотя и его ин-
терпретация содержит противоречия.

В 1806 г. во Франции вышла анонимная бро-
шюра Опыт некоторого способа представле-
ния мнимых величин в геометрических построе-
ниях [9], в которой была разработана геометри-
ческая теория комплексного числа. В частности, 
там говорится, что при умножении комплексных 
чисел их аргументы складываются, а модули рас-
тягиваются. В работе введены так называемые 
диаграммы Аргана, изображающие на окружно-
сти операции умножения, возведения в степень 
и извлечения корня из комплексного числа. Как 
подтвердилось впоследствии, автором брошюры 
был математик-любитель Арган. Известно, что 
Лежандр высоко оценил присланный ему авто-
ром экземпляр.

1813, Жак Франсе.
Первое появление знаменитой формулы 

В то время во Франции жили два брата, армей-
ские офицеры и после отставки преподаватели ма-
тематики. 

Старший, Франсуа Жозеф Франсе (1768–1810), 
преподавал математику в гражданских и во-
енных учебных заведениях. Он был дружен с 
Л.-Ф. Арбогастом, написал несколько неопублико-
ванных мемуаров о дифференциальном исчисле-
нии и его применении в артиллерии, получивших 
высокую оценку А.-М. Лежандра, Ж.Л. Лагранжа, 
С.Ф. Лакруа и Ж.-Б. Био. Лежандр передал ему ано-
нимную брошюру Аргана 1806 г. 

Младший брат, Жак Фредерик Франсе (1875–
1833) служил в инженерном корпусе, затем был 

Иллюстрация 6. Фаньяно
[33, с. 490]
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профессором военного искусства в Меце. Ему при-
надлежат работы по интегрированию дифферен-
циальных уравнений в частных производных, по 
аналитической геометрии, в том числе по преоб-
разованию косоугольных координат и их приложе-
ние к решению проблемы нахождения сферы, каса-
тельной к четырём заданным сферам. После смер-
ти своего старшего брата (1810), Жак Франсе изу-
чил его математический архив и продолжил его ма-
тематические исследования. Он опубликовал четы-
ре мемуара об идеях своего брата, дополнив их так, 
что трудно различить вклады каждого из братьев. 
В сентябре 1813 г. во втором номере IV тома журна-
ла Жергонна Annales de mathématiques Жак Франсе 
опубликовал работу Новые принципы позицион-
ной геометрии и интерпретация мнимых символов 
[34], в которой дал геометрическое представление 
комплексных чисел с интересными приложениями. 

Этой публикации предшествовала бурная дис-
куссия между Ж. Франсе, Арганом и Ф. Сервуа. 
Франсе и Арган аргументировали правильность 
геометрического представления, в то время как 
Сервуа утверждал, что комплексные числа должны 
интерпретироваться только с использованием чи-
стой алгебры. 

В своей работе Жак Франсе сослался на аноним-
ную брошюру Аргана 1806 г.: «Я должен по спра-
ведливости заявить, что основание этих новых 
идей не принадлежит мне. Я нашел это в письме 
г-на Лежандра к моему покойному брату, о чём этот 

великий геометр рассказал ему. Следовательно, то, 
что принадлежит мне, сводится к способу объяс-
нения и демонстрации этих принципов, к обозна-
чению и к идее обозначения положения ... Я пу-
бликую полученные мной результаты в надежде 
на то, что первый автор этих идей заявит о себе» 
[34, c. 70–71]. 

Именно в этой статье, на 64 с., [во втором 

следствии] Жак Франсуа пишет: , и

. Это и есть первое явное написание тож-
дества Эйлера (илл. 8).

В ноябре 1813 г. в V выпуске того же 4-го тома 
этого журнала Арган откликнулся своей статьей 
Размышления о новой теории мнимых с последую-
щим приложением к доказательству теоремы ана-
лиза [10], в которой признал своё авторство ано-
нимной брошюры 1806 г., упомянул о знакомстве 
с ней Лежандра и об его высоком мнении об этой 
брошюре, а также изложил с некоторыми уточне-
ниями своё новое доказательство основной теоре-
мы алгебры, и ввёл термин «модуль комплексного 
числа» в его современном значении. 

В журнале Жергонна Annales de mathématiques 
pures et appliquées до 1832 г. было несколько статей 
с примерами вычислений логарифмов и степенно-
показательных функций комплексной переменной. 
В других французских и немецких математических 
журналах периода 1830–1875 внимания тождеству 
Эйлера не уделялось. 

Иллюстрация 7. Диаграмма Аргана, 
посвящённая возведению комплексного
числа в степень
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1821, Огюстен Коши. Analyse algébrique

В 1821 году Огюстен Коши читал курс анализа 
в Политехнической школе [19]. Коши выражает ло-
гарифм от –1: l((–1)) = ±(2k+1)π  [19, c. 315], но 
показательной записи не даёт. Он предлагает обо-
значать главное значение логарифма (при k = 0) l(a) 
или просто la. У Коши нет геометрической интер-
претации комплексных чисел и операций над ними. 
Но это был учебный курс, а не научное исследо-
вание. В своём изложении Коши придерживается 
основных пунктов статьи Эйлера «О логарифме от-
рицательного числа». 

Вот фрагмент, посвящённый вычислению лога-
рифма от минус единицы (илл. 9, 10).

На стр. 318 Коши повторяет формулу для глав-
ного и общего значения логарифма для значения πi 
(илл. 11).

Позже, в 1829–1832 годах Коши сделал вели-
чайший вклад в теорию функций комплексной пе-
ременной – создал теорию вычетов. В работах по 
этой теме Коши часто использовал показательную 
форму представления как для доказательства не-
прерывности (О разложениях функций в упорядо-
ченные ряды по возрастанию переменных [20]), так 
и при вычислении контурных интегралов.

Он неоднократно обращался к теме представ-
ления чисел и функций в показательном виде. 
В 1831–1832 г., будучи в эмиграции в Турине, Коши 
опубликовал в двух тетрадях литографированное 
издание Résumés Analytiques (Краткое аналитиче-
ское изложение), неоднократно переиздаваемое им 
по возвращении во Францию [21]. Изложение со-
держит результаты различных направлений его ис-
следований, в том числе § XV. Мнимые экспоненты. 
Разложение через функции cosx, sinx [24]. Здесь на с. 
140 содержится тождество Эйлера в виде .
В 1846 г. Коши опубликовал Мемуар о функциях 
мнимой переменной [22], а в 1847 г. Мемуар о но-
вой теории мнимых и о символических корнях урав-
нений и о тождествах [23], также опубликован-
ный в XXX номере журнала Крелле. Здесь Коши 
представляет свою теорию алгебраической эквива-
лентности, в которой мнимые числа рассматрива-
лись как эквивалентные классы многочленов с дей-
ствительными коэффициентами по модулю (x2+1). 
Тождество, которое он здесь приводит и называет 
символическим, это i2+1=0 [23, c. 319].

В последующие годы в европейских журналах 
авторы не проявляли большого интереса к вопросам 
тригонометрического и экспоненциального пред-
ставления комплексного числа и их интерпретации.

Иллюстрация 8. Первое появление 
знаменитого тождества Эйлера, 1813 г. 
(Français, J. F. Nouveaux principes [34, с. 64])
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Первая треть XIX века, Британия.
Попытка логической интерпретации

С начала XIX века математики Англии уделяли 
внимание устранению различий в английской и кон-
тинентальной математической терминологии, вос-
ходящих к работам Ньютона и Лейбница, а также 

обоснованию алгебраических операций. По уров-
ню математической подготовки Англия заметно от-
ставала от европейских стран. Молодые британские 
профессора ратовали за реформирование устарев-
шей системы образования. В то время лучшие учеб-
ники и научные исследования были на французском 
языке. Молодые математика Тринити-колледжа 

Иллюстрация 9. Коши [19, с. 315]

Иллюстрация 11. Коши [19, с. 318]

Иллюстрация 10. Коши [19, с. 316]
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(Кембридж) Дж. Пикок, Ч. Бэббидж12, Дж. Гер-
шель13 и Р. Вудхауз14 к 1812–1815 гг. основали 
Анали тическое общество для перевода француз-
ских учебников по высшей математике и для соб-
ственных исследований, направленных на пробле-
мы обоснования преподаваемых наук, прежде всего 
алгебры. При этом ими была предпринята попытка 
придать анализу алгебраическую форму.

Преподаватель Кембриджа, математик и астро-
ном Роберт Вудхауз в 1801 г. пишет статью О не-
обходимой истинности некоторых заключений, по-
лученных с помощью мнимых величин [56], направ-
ленную на необходимость логического обоснова-
ния операций с мнимыми величинами, в частно-
сти, относительно разложения в ряд15 экспонен-
ты. Автор показывает, что «операции с мнимыми 
величинами отнюдь не механические, а проводят-
ся по правилам строгой и неукоснительной логи-
ки; и что, хотя, строго говоря, никакое суждение о 
них не может быть истинным или ложным, тем не 
менее, после демонстрации определенных формул 
для реальных величин, демонстрации с невозмож-
ными величинами могут быть проведены законно 
и логически» [56, с. 118–119]. Вудхауз анализиру-
ет «Введение в анализ бесконечно малых» Эйлера, 
раздел о логарифме отрицательного числа, а также 
исследует значения, при которых ex = –1. Вопрос, 
поставленный Вудхаусом, таков: будет ли значение 
x в разложении ex обеспечивать для y или ex = –1 
значение действительной величины или нет?

Вудхауз рассматривает аргументы участников 
спора о логарифме отрицательного числа, упрека-
ет Эйлера в том, что его Введение в анализ местами 
ошибочно и часто неудовлетворительно, добавляя, 
что  «было необходимо исследовать понятия, на ко-
торых в конечном счете покоится вычисление; объ-
яснять значение воображаемых символов, просле-
живая их происхождение; устанавливать отдельны-
ми и независимыми доказательствами правила со-
четания невозможных величин, а не выводом из 
их сходства с правилами подобных сочетаний дей-
ствительных величин; и тщательно различать то, 

что доказано на очевидных принципах, и то, что 
следует только из произвольных предположений» 
[56, с. 111, 118]. Вудхаус заканчивает свою статью 
так: «Я попытался установить логику для невоз-
можных величин; зафиксировать значение некото-
рых двусмысленных выражений; и примирить про-
тиворечия в учении о логарифмах. Я питаю надеж-
ду, что то, что я сказал, может удержать математи-
ков от попыток обосновать доказательство на та-
ком хрупком и узком основании, как аналогия; или 
из-за опасного представления, что в системе сим-
волов, полностью выдуманной ими, есть либо не-
объяснимые парадоксы, либо необъяснимые тай-
ны» [ibidem, p. 119].

В 1803 г. Р. Вудхауз пишет книгу Принципы ана-
литических вычислений [57], во многом посвящён-
ную формулам Эйлера и правомерности их обосно-
вания с помощью рядов, где замечает: «Хотя в от-
дельности эти символы не поддаются численно-
му исчислению, но без ущерба для логической точ-
ности и отчётливого понимания, формулы вполне 
можно использовать в расчётах, так как известен их 
источник и вывод» [57, p. 9].

Другой член Аналитического общества, 
Дж. Пикок, выпускник и преподаватель Тринити-
колледжа, создатель алгебры логики, основной сво-
ей задачей ставил реформирование преподавания 
алгебры. В 1830 году он опубликовал Трактат по 
алгебре [44], целью которого было поставить алге-
бру на строго логическую, не уступающую уровню 
европейских университетов16. Дж. Пикок рассма-
тривал в ней операции над действительными и ком-
плексными числами, и формулы Эйлера. Он сфор-
мулировал принцип перманентности эквивалент-
ных форм: законы операций алгебры должны оста-
ваться неизменными, что бы ни означали символы, 
над которыми совершается операция17 [44, с. 104]. 

Отсюда берет своё начало английская школа ал-
гебры логики, в которую входили Дункан Грегори, 
А. Де Морган и Дж. Буль. Подход английских мате-
матиков определил логическую составляющую ин-
тереса к формулам Эйлера.

12 Чарльз Бэббидж (1791–1871) – математик, изобретатель первой аналитической вычислительной машины, иностранный член-
корреспондент Императорской академии наук в Санкт-Петербурге (1832). Несмотря на обучение в Тринити-колледже, основам ма-
тематики он обучался самостоятельно по трудам Ньютона, Лейбница, Лагранжа, Лакруа, Эйлера и других математиков академий 
Санкт-Петербурга, Берлина и Парижа.

13 Джон Фредерик Уильям Гершель (John Frederick William Herschel, 1792–1871) английский химик, математик, астроном и физик.
14 Работы Вудхауза не имели большого влияния на его современников, если бы не поддержка Джорджа Пикока, Чарльза Бэббид-

жа и Джона Гершеля, которые сформировали Аналитическое общество с цель защиты общего использования в университете анали-
тических методов и дифференциальной записи.

15 Заметим, что основные вопросы сходимости рядов и правомерности операций над рядами были решены к середине XIX века.
16 В 1842–1845 вышло расширенное издание «Трактата по алгебре» Пикока в двух томах.
17 §132. Law of the permanents of equivalent forms stated: Whatever form is algebraically equivalent to another, when expressed in general 

symbols, must be true, whatever those symbols denote.
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Уильям Гамильтон18 – королевский астроном 
Ирландии, математик, механик, физик, рассматри-
вал алгебру ни как искусство, ни как язык, ни как 
науку о количестве, но как науку о порядке в опре-
делённых рядах. Гамильтон определил вектор как 
перенос. Его символ i означает, во-первых, единич-
ный вектор оси Ox, во-вторых, мнимую единицу, и, 
в-третьих, оператор вращения – верзор. Гамильтон 
хотел распространить систему комплексных чисел 
на трёхмерное пространство, но обнаружил трудно-
сти с определением умножения – нарушался либо 
коммутативный закон, либо закон дистрибутивно-
сти. Это противоречило принципу перманентности 
Пикока, пока в 1843 г. Гамильтон не определил опе-
рации над кватернионами. В дальнейшем его тео-
рия кватернионов послужила базой для создания 
векторного анализа.  

Середина XIX века, США. Б. Пирс

Американский астроном и математик 
Бенджамин Пирс19 внес вклад в небесную и анали-
тическую механику, статистику (критерий Пирса), 
теорию чисел, линейную алгебру, геодезию и фило-
софию математики. Благодаря ему в университетах 
США начали читать математические курсы и про-
водить математические исследования, математика 
превратилась в академическую науку [8]. Его кур-
сы включали изучение классиков математики, они 
содержали бурное эмоциональное восхищение их 

математическими открытиями. Один из его слуша-
телей, впоследствии профессор Гарвардского уни-
верситета У.Э. Байерли (W.E. Byerly), вспоминал 
об одном эпизоде 1864 г.: «...В одной из своих лек-
ций он привел соотношение, связывающее π, e и i, в 

таком виде: , которое, по-видимому, сильно 
поразило его воображение. Он выронил мел и ре-
зинку, засунул руки в карманы и, поразмыслив не-
сколько минут над формулой, повернулся к свое-
му классу и сказал очень медленно и внушительно: 
«Господа, это верно, это совершенно парадоксаль-
но, мы не можем понимать это, и мы не знаем, что 
это значит, но мы доказали это, и поэтому мы зна-
ем, что это должно быть правдой» [8].

Позже Пирс повторяет рассуждение об этом ра-
венстве в своей «Линейной ассоциативной алге-
бре» [46, с. 101–111]. 

Этот трактат, по словам самого Пирса, был на-
правлен на то, чтобы привести фундаментальные 
принципы науки к центральному глубинному ис-
точнику и уже оттуда провести краткий путь к наи-
более плодотворным формам исследования.

XX век

В 1933 г. Ричард Фейнман в своих знамени-
тых лекциях по физике [5, с. 35] назвал уравнение 
Эйлера «самой примечательной формулой в мате-
матике», «объединением алгебры и геометрии» и 

18 William Rowan Hamilton, 1805–1865.
19 Benjamin Peirce, 1809–1880, отец Чарльза Пирса.

Иллюстрация 12. Вудхауз [56, с. 112]
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«нашей драгоценностью». «…мы мало представ-
ляли себе силу процессов абстракции и обобще-
ния. Используя набор алгебраических «законов» 
или свойств чисел, …, определения обратных опе-
раций, мы смогли здесь сами изготовить не только 
числа, но и такие полезные вещи, как таблицы ло-
гарифмов, степеней и тригонометрических функ-
ций (ибо это то, что мнимые степени веществен-
ных числа)» [5, с. 92]. 

Ещё один известный математик, Майкл Атья, 
назвал эту формулу «…математическим аналогом 
фразы Гамлета – «быть или не быть» – очень корот-
кой, очень сжатой, и в то же время очень глубокой».

В 1988 году математик Дэвид Уэллс проводил 
опрос среди читателей математического журнала 
The Mathematical Intelligencer, предложив выбрать 
из 24 самую красивую теорему [53]. В 1990 г. он 
подвёл итоги опроса в статье [54]. Большинство чи-
тателей выбрало тождество Эйлера.

Заключение

Итак, мы с Вами проследили путь возникнове-
ния формул Эйлера из наблюдений за соответстви-
ем между арифметической и геометрической про-
грессиями, выраженных геометрически; возникно-
вение алгебраической формы связи между ними, 
возникновение логарифмической и показательной 
функций, и их выражения через ряды; их вспомога-
тельную роль при интегрировании. Значение есте-
ственных источников возникновения этих формул 
сменилось аппаратным применением в математике 

и прикладных вопросах, старанием усилить алге-
браический аспект, недоверчиво-настороженным 
отношением логиков и философов математики, вос-
торженным отношением физиков, и, наконец, при-
знанием тождества Эйлера самой красивой форму-
лой математики. В XX в. апология этой формулы 
возрастала подобно апологии золотого сечения.
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