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The history of the development of the theory of elliptic functions
in the works of Abel, Jacobi, Weierstrass, Somov..

Yulina A. O. and Sinkevich G. I.

Abstract. The article explores the practical necessity of using elliptic functions. The history
of the origin of the concept of an elliptic function is considered in detail. Clear conclusions on
the formation of the apparatus of the theory of elliptic functions in the works of Abel, Jacobi,
Weierstrass and Somov are proposed. Based on the proof of Abel’s theorem, a representation of
elliptic functions in terms of theta functions is shown.

The introduction and use of elliptic and hyperelliptic functions bring the problems of control
and orientation of mechanical objects to the simplest elements. The sought parameters of motion
(direction cosines of the Euler angles) are the composition of such functions. General concepts
and definitions of elliptic functions are reduced to the operation of integration. All methods
of integration consist either in reducing the considered integral to elementary functions, or in
its direct investigation, when this reduction is possible. Therefore, integral calculus is divided
into separate sections. Among them, the first place after the theory of logarithmic and circular
functions is occupied by the theory of elliptic functions.

Giulio Carlo Fagnano (1682-1766, Italian mathematician, the first to pay attention to the
theory of elliptic functions) discovered a remarkable relationship between arcs taken on one ellipse
or one hyperbola. Euler proved analytically and generalized the property discovered by Fagnano.

Soon John Landen (1719-1790, British mathematician, his transformations refer to elliptic
integrals and elliptic functions) found that the arc of a hyperbola can be expressed in terms of
two arcs belonging to ellipses with different eccentricities.

The first systematic presentation on the theory of elliptic functions in Russia was presented
by the St. Petersburg academician Osip Ivanovich Somov. This difficult and to this day branch
of integral calculus is described in detail and clearly in his fundamental work "Foundations of
the theory of elliptic functions"(1850). The book contains seven chapters, and a separate chapter
is devoted to applications of elliptic functions to some questions of geometry and mechanics. In
the presented article, the solution of the problem of the rotation of a rigid body about a fixed
point, presented by Somov, will be presented.
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Введение

В стате рассмотрена истори равити и применени теории эллиптических
функций. Введение и исполование эллиптических и гиперэллиптических функций
сводит адачу о вращении твердого тела после первоначалного удара к простейшим
элементам. Искомые параметры двиени (направлщие косинусы углов Эйлера)
влтс компоицией таких функций. Общие понти и определени эллиптиче-
ских функций сводтс к операции интегрировани. Все способы интегрировани
состот или в приведении рассматриваемого интеграла к элементарным функцим,
или в непосредственном его исследовании, когда это приведение вомоно. Поэтому
интегралное исчисление распадаетс на отделные раделы. Меду ними первое
место после теории логарифмических и круговых функций анимает теори эллип-
тических функций.

1. Эллиптические функции. Истори воникновени.

Это навание дат трансцендентным функцим, к которым приводтс интегра-
лы алгебраических выраений вида f(x,

√
R)dx, где

√
R цела функци третей или

четвертой степени относително x, а f рационална относително x и
√
R. Подоб-

ные интегралы встречатс уе у Нтона, основател этого исчислени, он дает
ралоение в рды эллиптических функций, которыми выраатс дуги эллипса и
гиперболы (1676 год). После этого эллиптические функции встречатс в адаче об
упругой линии[5]. ков Бернулли в своем решении этой адачи находит, что ордината

упругой линии относително абсциссы вырааетс интегралом:
 x2dx

(a4 − x4)
, а дуга

интегралом
 a2dx

(a4 − x4)
, и полагает, что эти интегралы не могут быт приведены

ни к квадратурам, ни к спрмлени (вычисление длины дуги кривой) какого-либо
сечени. Того е мнени, сначала был и Эйлер. Иван Бернулли старший нашел,
что сумма этих интегралов моет быт выраена дуго эллипса, у которого мала

ос равна 2a, а болша 2a
√
2. Он таке аметил, что

 a2dx
(a4 − x4)

приводитс к

спрмлени кривой, наываемой лемнискатой.
Дулио Карло Фанно (1682-1766 гг., италнский математик, первый обратил

внимание на теори эллиптических функций) открыл амечателное соотношение
меду дугами, втыми на одном эллипсе или на одной гиперболе. Эйлер дока-
ал аналитически и обобщил свойство, открытое Фанно: он нашел алгебраическое
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уравнение меду переменными x и y, удовлетворщее дифференциалному урав-

нени вида [3]:
dx
[f(x)]

=
dy
[f(y)]

, где f цела функци четвертой степени; оно

совместно с трансцендентным уравнением
dx
[f(x)]

=
dy
[f(y)]

+ C, в котором дл

постонного C моно вт начение интеграла
dx
[f(x)]

, соответствущее частно-

му начени переменной x. На основе этих двух уравнений Эйлер вывел способ дл
сравнени эллиптических функций чере слоение, вычитание, умноение и деле-
ние, посредством алгебраических действий над переменными, от которых авист
эти функции [5].

Вскоре Дон Ланден (1719–1790 гг., британский математик, его преобраовани
отностс к эллиптическим интегралам и эллиптическим функцим) нашел, что дуга
гиперболы моет быт выраена посредством двух дуг, принадлеащих эллипсам с
раличными эксцентриситетами. В этом ваном свойстве аклчаетс соотношение
меду эллиптическими функцими, отличащимис на константу, и входщими в
корен

√
f . То е соотношение нашел Лагран и применил его к приблиително-

му вычислени вской эллиптической функции. В этом состонии находилас тео-
ри эллиптических функций к началу 19 века. начителные усовершенствовани
в теори эллиптических функций внёс Леандр. Распределив на виды и привед
к простейшим выраеним все эллиптические функции, Леандр упростил и на-
чително продвинул вперёд исследовани своих предшественников; раобрал много
новых интегралов, приводимых к эллиптическим функцим, решил некоторые во-
просы геометрии и механики, оставшиес нерешенными и-а несовершенства спо-
собов вычислени эллиптических функций. Леандр составил таблицы, с помощ
которых эллиптические функции могут быт исполованы в аналие, таким е об-
раом, как и круговые и логарифмические функции. Первый его опыт системати-
ческого илоени теории эллиптических функций находитс в мемуаре “Memoire
sur les transcendantes elliptiques, des methodes faciles pour comparer et evaluer ces
transcendantes” (1792 год) [3]. Леандр, ориентирус более на практические цели
исследовани, упустил и виду некоторые ваные теоретические вопросы, сван-
ные с высшими трансцендентными выраеними, тесно сванные с эллиптически-
ми функцими. С выходом в свет первых двух томов Traite des fonctions elliptiques
в математических урналах Крелле и Шумахера стали повлтс гениалные от-
крыти коби и Абел [1]. В номерах 123 и 127 урнала Шумахера коби дал
общий способ дл преобраовани эллиптических функций, вклчащий как част-
ный случай преобраование Лаграна и другое подобное, найденное Леандром.
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Этот способ послуил источником ваных открытий в теории эллиптических функ-
ций. Одновременно с открытими коби во втором томе урнала Крелле повилас
стат Абел, в которой автор докаывает основные свойства обратных эллиптиче-
ских функций и, чере введение в анали мнимых величин, обнаруивает в этих
функцих двойну периодичност. (Recherches sur les fonctions elliptiques, 1827).
Он приводит общие формулы дл умноени и делени эллиптических функций на
целое число; рассматривает подробно способы дл решени в радикалах алгебра-
ических уравнений, относщихс к делени, и выводит выраени эллиптических
функций в виде проиведений, состощих и бесконечного числа мноителей, а так-
е в виде быстро сходщихс бесконечных рдов. В следущей работе (Ueber die
Functionen welche der Gleichung genugthun) опубликованной в 3-м номере урнала
Крелле, Абел предлагает способ решени алгебраических уравнений, относщиес
к делени лемнискаты. После этого Абел докаал общим способом формулы ко-
би, относщиес к преобраовани эллиптических функций. В том е томе урнала

Крелле он дал общу теорему, относщус к сравнени интегралов вида
dx√
R

, гдеR

цела функци x какой-нибуд степени; эта теорема аклчает в себе, как частный
случай, теорему Эйлера и распространетс на высшие трансцендентные, наванные
ултра–эллиптическими или Абелевыми функцими; потом Абел распространил ее
на все трансцендентные, имещие алгебраические дифференциалы. Эта его работа
была удостоена премией Париской Академии Наук.

Все аналитические приемы Абел отличатс общност и математической точ-
ност. Абел, поставив себе аналитический вопрос, ищет его решение самым логич-
ным, естественным путем, а потому достигает решени самого общего, если таковое
вомоно; в противном случае докаывает невомоност решени. Таким обраом
он докаал невомоност общего радикалного решени уравнений 5-й степени и

рассмотрел случаи, в которых интегралы вида
Pdx√
R

могут быт приведены к алгебра-

ическим и логарифмическим функцим. Абел умер очен рано, в 26 лет, но оставил
науке богатое наследие, в котором рабираемс мы до сих пор. Все творени Абел
иданы вместе, под аглавием Oeuvres completes de N.H. Abel, mathematicien, avec
des notes et developpements. Теори эллиптических функций, обогатившис откры-
тими Леандра, Абел и коби, анла ваное место в математическом аналие и
теоретической механике в период с 18 по 19 век.

Первое систематическое илоение по вопросам теории эллиптических функций
в России представлено у петербургского академика Осипа Ивановича Сомова. По-
дробно и сно илоена эта непроста и поныне отрасл интегралного исчислени в
его фундаменталном труде Основани теории эллиптических функций (1850 год).
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Книга содерит сем глав, и отделна глава посвщена прилоеним эллиптиче-
ских функций к некоторым вопросам геометрии и механики.

К середине восемнадцатого века в теории эллиптических функций был сформи-
рован следущий аппарат.

2. Понтие эллиптической функции. Приведение, сравнение и
преобраование таких функций

В том случае, когда интеграл от алгебраической функции не приводитс к дру-
гой алгебраической функции, его рассматриват как трансцендентну функци.
Это интегралы вида z =


f(x,

√
R), где R цела функци относително x, а f 

рационална относително x и R. Если R имеет перву или втору степен, то
соответствущий интеграл z =


f(x,

√
R) приводитс или к алгебраической функ-

ции или к обратной тригонометрической функции (круговые функции). Если е
степен трет и выше, то подобные интегралы наыват эллиптическими, а обра-
щение таких интегралов, соответственно, эллиптическими функцими [3]. Навани
этих функций пошли с адачи вычислени длины дуги эллипса.

Уравнение, определщее св меду алгебраическими функцими и интегра-

лами вида
 xmdx√

R
аписываетс следущим обраом:

b0


dx√
R
+b1


xdx√
R
+b2


x2dx√

R
+. . .+bm


xmdx√

R
= (a0+a1x+a2x

2+. . .+am−3x
m−3)

√
R.

Это уравнение дает вомоност амены эллиптического интеграла на простей-
шие алгебраические ралоени в том случае, когда m > 2.

Мноител при
√
R во второй части уравнени долен содерат толко поло-

ителные степени x (исходное предполоение), тогда m долно быт не менше 3.

Отсда делаетс ваное следствие: интеграл
 Pdx√

R
, при условии, что степен целой

функции P ние 3 не моет быт выраен алгебраической функцией. Поэтому


dx√
R
,


xdx√
R
,


x2dx√

R

не имет алгебраического представлени, и влтс трансцендентными относи-
телно функции x.

Аналогичные выводы справедливы и в том случае, когда P  правилна дроб.
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P =
A

(x− α)m
, где A и α  постонные, а m  целое полоителное число. Тогда,

рассматриваемый интеграл


Pdx√
R

ралоитс на члены вида

A


dx

(x− α)m
√
R

Представленный интеграл приводитс к простейшим таким е обраом, что и
xmdx√

R
с помощ амены: x−α =

1

z
. Тогда уравнение, определщее св меду

алгебраическими функцими и интегралами вида


(x− α)mdx√
R

аписываетс сле-

дущим обраом:


dx

(x− α)m
√
R

= b0


dx√
R

+ b1


dx

(x− α)
√
R

+

+ b2


dx

(x− α)2
√
R

+


a0

(x− α)2
+

a1
(x− α)3

+ . . .+
am−3

(x− α)m−3

√
R

В том случае, когда m > 1 рассмотренный интеграл приводитс к трансцендент-
ным вида: 

dx√
R
,


xdx√
R
,


x2dx√

R
,


dx

(x− α)
√
R
.

И скаанного выше, аклчаем, что
 Pdx√

R
, где P  нека рационална функ-

ци, вырааетс алгебраическими функцими и трансцендентными вида:


dx√
R
,


xdx√
R
,


x2dx√

R
,


dx

(x− α)
√
R
.

Выполн амены x =
p+ qy

1 + y
,R1 = c(y2±a)(y2±b),λ =

p− α

q − α
, где p, q, a, c  про-

иволные константы в соответствущих алгебраических ралоених, переходим
на интегралы вида: 

dy√
R1

,


y2dy√
R1

,


dy

(y2 − λ2)
√
R1

.

Последний интеграл апишем чере тригонометрические функции:


f(sin2 ϕ)dϕ
(1− k2 sin2 ϕ)

,

где f  рационална функци, k  действителное полоителное число> 1 и ϕ-
действителна углова величина.
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Исполу, подстановку y2 =
A+B sin2 ϕ

C +D sin2 ϕ
, и последователно, рассматрива во-

моные наки в выраении R1 = c(y2 ± a)(y2 ± b) получаем:


y2dy√
R1

=


α + β sin2 ϕ

γ + δ sin2 ϕ
· dϕ

(1− k2 sin2 ϕ)
,

где α, β, γ, δ, k  постонные, причем k2 > 1. Такие интегралы Абел на-
ывал модулрными функцими [2] дл сокращени, ввод обоначени

(1− k2 sin2 ϕ) = ∆(k,ϕ) или просто ∆ϕ. Дуга ϕ  амплитуда, постонна
k  модул, величина k

′
=

√
1− k2  дополнителный модул.

После введенных обоначений, эллиптический интеграл или модулрна функ-
ци апишетс: 

y2dy√
R1

=


α + β sin2 ϕ

γ + δ sin2 ϕ
· dϕ

∆ϕ

Абел рассмотрел этот интеграл как функци ϕ:

H(ϕ) =


α + β sin2 ϕ

γ + δ sin2 ϕ
· dϕ

∆ϕ
.

Тепер рассмотрим некоторые свойства этой функции:
Во-первых эта функци нечетна H(−ϕ) = −H(ϕ); во-вторых функци периоди-

ческа H(ϕ) = H(nπ ± ψ) = 2nH(π
2
)±H(ψ), 0 < ψ <

π

2
.

Далее, работа с функцией H(ϕ), а именно, перебира все вомоные начени
коэффициентов α, β, γ, δ, k приходим к выводу, что все эллиптические функции при-
водтс к трем:

F (ϕ) =

ϕ

0

dϕ

∆ϕ
− функци первого рода,

E(ϕ) =

ϕ

0

∆ϕ · dϕ− функци второго рода,

П(n,ϕ) =

ϕ

0

dϕ

(1 + n sin2 ϕ)∆ϕ
− функци третего рода.

где n =
δ

γ
 параметр эллиптической функции П(n,ϕ). Этот параметр моет быт

мнимым, и тогда выделетс особый класс функций  гиперэллиптические или ул-
траэллиптические.
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Иногда амент функции F (ϕ), E(ϕ),П(n,ϕ) трем другими, в которых пере-
менной величиной влетс sinϕ = x:

T1(x) =

x

0

d x

∆x
, T2(x) =

x

0

x2d x

∆x
, T3(n, x) =

x

0

d x

(1 + nx2)∆x
,

∆x =


(1− x2(1− k2x2)).

Карл коби дополнително ввел обоначени дл обратных функций. Если α

величина функции F (ϕ), тогда дл обоначени обратной функции исполуем обо-
начение:

ϕ = am(α).

Тогда α наываетс аргументом своей амплитуды ϕ. Соответствущие тригоно-
метрические ависимости ϕ от своей амплитуды α:

sin am(α), cos am(α), tan am(α) и т. д.

∆ϕ = ∆am(α).

Общее свойство всех эллиптических функций открыл Фанно, что полност
докаано Леонардом Эйлером (“Institutionum calculi integralis. V.I.”). Оно состо-

ит в следущем. Если ψ(x) трансцендентна функци, а
dψ(x)

dx
алгебраическа,

то моно найти таку алгебраическу ависимост меду частными наченими
x = x1, x2, . . . xn, при которой сумма

m1ψ(x1) +m2ψ(x2) + . . .mnψ(xn),

где m1,m2, . . .mn соимеримые полоителные или отрицателные числа, моет
быт выраена или постонными, или алгебраической функцией относително
x1, x2, . . . xn, или е логарифмической функцией этих величин [1].

На все трансцендентные функции, имещие алгебраические дифференциалы,
распространил это свойство Абел. Это обобщение влетс централной теоремой
теории эллиптических функций и носит навание теоремы Абел. Формулировка и
докаателство этой теоремы илоено Абелем в “Precis d

′
une theorie des fonctions

elliptiques”.
Идали этот труд Абел уе после его смерти в 1841 году, “Memoires par divers

savants a l
′
Academie royale des sciences de l

′
Institut de France. T. VII, 1841.”
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Теорема (Абел). адана эллиптическа функци T3(x) =
 d x

(1− x2

a2
)∆x

, где

∆x =


(1− x2(1− k2x2)), k2 > 1 и a  постонна. Допускаетс следущее ра-
лоение:

ψ(x) = A(x2 − x2
1)(x

2 − x2
2)(x

2 − x2
3) . . . (x

2 − x2
µ),

функци ψ(x) ест компоици двух функций ϕ(x) и f(x):

ψ(x) = [f 2(x)]− [ϕ2(x)](∆x)2

f(x) и ϕ(x)  целые функции с неопределенными коэффициентами, f(x)  четна,
ϕ(x)  нечетна.

Тогда сумма начений функции T3(x) дл x = x1, x2, . . . xµ выраитс логариф-
мической функцией:

T3(x1) + T3(x2) + . . . T3(xµ) = const− a

2∆a
· log


f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a


.

Докаыва теорему Абел, Карл коби ввел наменитые θ функции, с помощ
которых гиперэллиптические интегралы могут быт представлены алгебраическими
ралоеними или быстросходщимис рдами. Последнее представление, с помо-
щ рдов, очен вано в адаче о вращении твердого тела около неподвиной
точки. Исполу эти ралоени Сомов О. И., получил кинематические параметры
двиени в адаче о вращении твердого тела около неподвиной точки в случае
первоначалного удара [1].

Петербургский математик и механик, профессор Сомов О. И., к 1851 г. дал первое
обобщенное решение адачи вращени тела вокруг неподвиной точки. О. И. Сомов
получил решение адачи о вращении твердого тела около точки после первоначал-
ного удара, интегриру дифференциалные уравнени двиени с помощ эллип-
тических функций коби третего рода с мнимым параметром. Решение Сомова
покаало, что основные параметры двиени выраатс чере компоици эллип-
тических функций простейшего вида и, ввод их, адача о вращении твердого те-
ла отностелно неподвиной точки сводитс к простейшим элементам. В 1871 году
Карл Вейерштрасс упрощает систему эллиптических функций коби, ввод вместо
трех тета-функций одну, имещу своим аргументом комплексное врем. Поэтому
далнейшее исследование адачи о двиении волчка имело продоление на ком-
лексной плоскости, направлщие косинусы при вращении тела были получены в
виде частных θ или σ-функций. Получат сност и кватернионные выраени дл
кинематики двиени в адаче о вращени твердого тела около неподвиной точки.
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Таким обраом, рассмотренное решение адачи, представленное Сомовым О. И. в
1850 году, вполне обснет далнейшее направление исследований как в кватерни-
онном представлении, так и в решении Ковалевской С. В. Представленное решение
очен вано в практических адачах ориентации и управлени космических и других
обектов механического двиени.

3. Представление эллиптических функций чере тета функции

Коротко илоим докаателство теоремы Абел [1].
Вомем дл x одну и величин: x1, x2, . . . xµ, тогда

ψ(x) = [f 2(x)]− [ϕ2(x)](∆x)2 = 0

Это уравнение определет ависимости x от коэффициентов функций ϕ(x) и f(x).
Рассматрива эти коэффициенты как переменные апишем дифференциал дл этого
уравнени:

ψ
′
(x)dx+ δψ(x) = 0,

где ψ
′
(x) - проиводна ψ(x) по x, а δψ(x) - дифференциал той е функции относи-

телно переменных коэффициентов функций ϕ(x) и f(x). При этом дифференциро-
вании, x будем считат, соответственно постонной величиной.

δψ(x) = 2[f(x)δf(x)− ϕ(x)δϕ(x)](∆x)2

Соответствущие функции ϕ(x) и f(x) выраим и уравнени:

ψ(x) = [f 2(x)]− [ϕ2(x)](∆x)2 = 0. Получим: f(x) = ±ϕ(x)∆x,ϕ(x)(∆x)2 = ±f(x)∆x.

Следователно

δψ(x) = −2[ϕ(x)δf(x)− f(x)δϕ(x)]∆x = −Θ(x)∆x

Ввод обоначени:

Θ(x) = 2[ϕ(x)δf(x)− f(x)δϕ(x)]

Получим:

ψ
′
(x)dx = Θ(x)∆x ⇒ dx

∆x
=

Θ(x)

ψ′(x)
⇒ T3(x) =

 Θ(x)

(1− x2

a2
)ψ′(x)

Подставив в это выраение x1, x2, . . . xµ вместо x и суммиру реултаты (обонача
дл сокращени


), получим:


T3(x) =

 



Θ(x)

(1− x2

a2
)ψ′(x)
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Подынтегралное выраение представлет собой рационалну симметричну
функци корней уравнени ψ(x) = [f 2(x)] − [ϕ2(x)](∆x)2 = 0, поэтому она моет
быт выраена рационалной функцией его коэффициентов и следователно раци-
оналной функцией коэффициентов функций ϕ(x) и f(x).

Таким обраом:


T3(x) =


Θ(x)

(1− x2

a2
)ψ′(a)

=


aΘ(a)

2ψ(a)
.

Подставл сда начени функций Θ(x) и ψ(x), имеем


T3(x) =

a

2


ϕ(a)δf(a)− f(a)δϕ(a)

[f 2(a)− ϕ2(a)](∆a)2

Тепер проинтегрируем, полус аменой
ϕ(a)∆a

f(a)
= z. Получим


T3(x) = − a

2∆a


δz

1− z2
= Const.− a

4∆a
log


1 + z

1− z

2

.

Таким обраом, окончателно


T3(x) = Const.− a

4∆a
log


f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a

2

Докаанна теорема дает аналогичные формулы и дл эллиптических функций
первого и второго рода:

T1(x) =


d x

∆x
, T2(x) =


x2d x

∆x.

Функци T1(x) ест начение функции T3(x) при a = ∞, а T2(x) начение функции
a2[T3(x)− T1(x)] при a = ∞.

a = ∞ ⇒ a

4∆a
= 0, log(

1 + z

1− z
)2 = log(1) = 0,⇒


T1(x) = Const,


T2(x) = Const.− a3

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2

a=∞
.

Некоторые и величин x1, x2, . . . xµ берутс проиволно, оставшиес определтс
по ним.

Рассмотрим применение теоремы Абел к простейшему (но практически очен
ваному) случа µ = 3. Тогда

f(x) = (a0 + x2)x,ϕ(x) = b0,
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ψ(x) = (a0x+ x3)2 − b20(1− x2)(1− k2x2) = (x2 − x2
1)(x

2 − x2
2)(x

2 − x2
3).

Предполага x1 и x2 аданными, дл определени неивестных коэффициентов
a0, b0 будем имет два линейных уравнени:

a0x1 + x3
1 + b0∆x1 = 0, a0x2 + x3

2 + b0∆x2 = 0.

И этих уравнений получаем начени коэффициентов:

a0 =
x3
2∆x1 − x3

1∆x2

x1∆x2 − x2∆x1

, b0 =
x3
1x2 − x3

2x1

x1∆x2 − x2∆x1

.

Далее, домноим каду дроб на (x1∆x2 + x2∆x1) и в уравнении дл ψ(x) вомем
x = 0.

Тогда x3 определитс следущим обраом:

x3 = ±x1∆x2 + x2∆x1

1− k2x2
1x

2
2

.

Дл определени ∆x3 исполуем уравнение:

f(x3) + i∆x3 · ϕ(x3) = 0, i = ±1.

Отсда получим

∆x3 =
±f(x3)

ϕ(x3)

Далее, обонача y = ±x3, т.е y =
b0

x1x2

получим: y =
x1∆x2 + x2∆x1

1− k2x2
1x

2
2

Окончателно, получаем следущие соотношени дл эллиптических функций
первого, второго и третего рода:






T1(x1) + T1(x2)− T1(y) = Const,

T2(x1) + T2(x2)− T2(y) = Const− a3

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2

a=∞
,

T3(x1) + T3(x2)− T3(x) = Const.− a

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2.

Ранее мы говорили о том,что иногда амент функции F (ϕ), E(ϕ),П(n,ϕ) трем
другими, в которых переменной величиной влетс sinϕ = x. Тогда, полага

x1 = sinϕ, x2 = sinψ, y = sinµ
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получим следущие соотношени:





(F (ϕ) + F (ψ)− F (µ) = Const

E(ϕ) + E(ψ)− E(µ) = Const+ k2 a3

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2

a=∞

П(− 1

a2
,ϕ) + П(− 1

a2
,ψ)− П(− 1

a2
, µ) = Const.− a

4∆a
log[

f(a) + ϕ(a)∆a

f(a)− ϕ(a)∆a
]2)

Далее, работа с логарифмами, Карл коби получает две тета-функции и рас-
кладывает их в быстросходщиес рды.

Блестщее продоление теори эллиптических функций нашла в работах Кар-
ла Вейерштрасса [3]. Работа под руководством наменитого профессора Гудермана,
молодой ученый увлекс исследованими Абел и коби в области эллиптических
функций. Вейрштрассу удалос не толко вникнут, но и решит проблемы, которые
были Абелем и коби толко обоначены. Так, он нашел представление модулрной
функции в виде частного двух рдов, обобщил это представление на другие ивест-
ные эллиптические функции. Это ему удалос сделат летом 1840 года, а осен того
е года ащитит сво работу “Ueber die Entwickelung der Modular-Functionen”. Част
этой работы вошла в его мемуары об абелевых функцих, напечатанных в 52 урнале
Крелле ( I том его Mathematische Werke). Все частные виды θ-функции Вейерштрасс
аменил одной ℘-функцией [5]. В 1871 году Вейерштрасс упрощает систему эллип-
тических функций коби, ввод вместо трех тета-функций одну, имещу своим
аргументом комплексное врем.

4. аклчение

Исследовани Вейерштрасса в области теории эллиптических функций обратили
на него внимание ученых Германии, и в 1856 году он был приглашени в Берлин-
ский университет экстраординарным профессором на кафедру чистой математики,
а в 1857 году был ибран в члены Берлинской Академии наук. В далнейшем, Вей-
ерштрасс, обобща и уточн выводы Абел и коби, покаал, что услови инте-
грируемости эллиптического интеграла в логарифмических функцих могут быт
выведены, если такие интегралы рабит на три класса: первого, второго и третего
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рода. Свести их, как покаано выше в представленной работе, к эллиптическим инте-
гралам третего рода, которые на основании теоремы Абел приводтс к алгебраи-
ческим соотношеним. Основные исследовани, относщиес к гиперэллиптическим
интегралам Вейерштрасс сообщал или на своих лекцих, или в писмах к ученым.
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