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ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ 
ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Мнимые числа впервые появились в работе итальянского 
математика XVI в. Джироламо Кардано (1501–1576). Созда-
вая формулу решения кубического уравнения, в 1545 г. в книге 
«Великое искусство или о правилах алгебры» Кардано рассма-
тривает неполные (x + ax= b3 ,  x = ax+b3 ,  x +b= ax3 ) и полное  
( x + ax +bx+ c=23 0) кубические уравнения и с помощью под-
становок находит формулу, которую мы сегодня знаем под име-
нем формулы Кардано:

x= b + b + a b + b + a
2 4 27

3
2 4 27

3
2 3 2 3

− − .

Как видно из формулы, при поиске корня приходится решать 
вспомогательное квадратное уравнение, которое не всегда имеет 
действительные корни.

Джироламо Кардано  
(1501–1576)
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Исторический очерк развития теории функции комплексной переменной

Кардано решился рассмотреть не только отрицательные чи-
сла (он называл их «чисто ложные»), но и комплексные (в его тер-
минологии – «поистине софистические»). Он заметил, что если 
оперировать ими по некоторым естественным правилам (напри-
мер, � � � �5 5 5 ), то квадратному уравнению, не имеющему 
действительных корней, можно приписать комплексные корни. 
Возможно, к комплексным числам Кардано пришел в связи с не-
приводимым случаем появления мнимых значений в промежу-
точных вычислениях. Если в этом случае без опасения выпол-
нить все действия над возникающими в процессе вычислений 
комплексными числами, то в результате получаются правильные 
значения всех корней.

В XVII – начале XVIII в. были сделаны открытия и наблюде-
ния, которые позже легли в основу теории мнимых величин: во-
прос о логарифмах отрицательных чисел, обсуждавшийся И. Бер-
нулли и Лейбницем, и формула Муавра (1707), которую сейчас 
мы знаем в виде

cos sin cos sin� � � �+i = n +i nn� � .

Математики, и прежде всего Лейбниц, сомневались, не при-
ведет ли вычисление функции комплексного аргумента к какому-
либо новому объекту, не являющемуся комплексным числом. Эй-
лер показал, что любое вычисление такого рода всегда приводит 
к комплексному числу, а именно, что f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y), 
где x, y – действительные числа; u, v – действительные функции.

Общее утверждение, что корни алгебраического уравнения 
имеют в общем случае вид a+b −1, первым высказал в 1742 г. 
в письме к Николаю I Бернулли Леонард Эйлер (1707–1783) – 
математик швейцарского происхождения, много лет работав-
ший в Петербурге. В те же годы в различных статьях Эйлера 
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появляются его знаменитые формулы связи тригонометрических 
и показательной функций:

cos , sinv e e v e ev v v v
�

�
�

�� � � � � � � �1 1 1 1

2 2
 

или, что тó же,

e v v e v vv v� � � �� � � � � �1 11 1cos sin , cos sin ,  

а также формула для дуги

z = z
z

1

2 1

1 1

1 1�
� �
� �

ln
tg

tg

(ее вариант был представлен Эйлером и ранее – в 1728 г.).

Леонард Эйлер (1707–1783)

В 1777 г. Эйлер ввел знак мнимой единицы i (от термина Де-
карта imaginaire – мнимый), но в широкий математический обиход 
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этот знак вошел только в середине XIX в. Термин «комплексное 
число» встречается у Карно в 1803 г., слово «сопряженный» при-
менил Коши в 1821 г., термин «абсолютная величина» и знак мо-
дуля ввел Вейерштрасс в 1860-х гг.

В середине XVIII в. комплексные переменные получили 
чрезвычайно важное применение в решении уравнений с част-
ными производными. Отправными точками для этого послужили 
гидродинамические исследования Даламбера и затем Эйлера.

Рассматривая в «Опыте новой теории сопротивления жид-
костей» (1752) вопрос механики плоского движения идеальной 
жидкости, Даламбер привел его к определению двух функций: 
u(x, y) и v(x, y) – проекций скорости частицы жидкости на оси 

координат – по уравнениям �
�

�
�
�

�
�

� �
�
�

u
x

v
y

v
x

u
y

, ,  означающим, 

что выражения vdx udy+  и udv vdy−  есть полные дифференци-
алы (теперь эти уравнения называют уравнениями Коши – Ри-
мана). С помощью условия полного дифференциала и несложных 
преобразований в комплексной области Даламбер представил 
искомые функции формулами, из которых следует, что u – это 
действительная часть некоторой произвольной функции ком-
плексной переменной, а v – это коэффициент при i той же функ-
ции. В 1755 г. Эйлер пришел к тем же результатам, а позже уста-
новил, что действительная и мнимая части любой аналитической 
функции необходимо удовлетворяют этим условиям. В работах Эй-
лера была изложена теория элементарных функций комплексной 
переменной. В 1776 г. Эйлер исследовал вычисление определенных 
интегралов с помощью комплексных переменных, установив, что

f z dz = udx vdy + i vdx+udy� � �� � � ���� ,  

где f z = u +iv� � . 
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Это позволило Пуассону в 1813 г. и Коши в 1814 г. ввести 
понятие криволинейного интеграла в комплексной области.

В связи с вопросом о построении географических карт Эйлер 
изучал задачу конформного отображения поверхностей в общей 
постановке, для чего использовал комплексную переменную.

В 1797 г. датский картограф Каспар Вессель (1745–1818) 
для удобного решения геодезических задач разработал вектор-
ное исчисление на плоскости, явившееся геометрической моде-
лью алгебры комплексных чисел.

Представление комплексных чисел в виде точек плоскости 
получило признание с 1831 г., когда была опубликована работа 
немецкого математика Карла Гаусса (1777–1855) «Теория биква-
дратных вычетов», включавшая обоснование и геометрическую 
интерпретацию комплексных чисел. Гаусс также исследовал 
широкий класс специальных функций, в том числе эллиптиче-
ских. Независимо от него теорию эллиптических функций раз-
работал норвежский математик Нильс Абель (1802–1829), иссле-
дования которого продолжил немецкий математик Карл Якоби 
(1804–1851), чья книга «Новые основания эллиптических функ-
ций» (1829) содержит теорию тэта-функций, теперь носящих его 
имя. Впоследствии тему эллиптических функций разрабатывали 
Ж. Лиувилль, Ш. Брио, Ж. Буке, Ш. Эрмит и А. Гурвиц.

Огромный вклад в теорию функции комплексной перемен-
ной внес французский математик Огюстен Коши (1789–1857). 
Он доказал теорему о независимости интеграла от пути интегри-
рования, построил теорию вычетов с ее приложениями, получил 
интегральную формулу и вывел из нее разложение в степенной 
ряд. Название «вычет» (остаток) объясняется, по-видимому, тем, 
что Коши пришел к этому понятию, отыскивая разность между 
интегралами, взятыми по таким двум путям, имеющим общее на-
чало и конец, между которыми заключались полюсы функции. 
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Но Коши очень осторожно расширял класс однозначных функ-
ций, вводя лишь такие многозначные функции, производная ко-
торых однозначна. За пределами этого расширенного класса 
оставались алгебраические иррациональные функции и их инте-
гралы, более всего интересовавшие математиков того времени.

В 1843 г. французский военный инженер и математик Пьер 
Лоран (1813–1854) опубликовал работу о разложении функции 
комплексной переменной, непрерывной и дифференцируемой 
в круговом кольце, в ряд по целым положительным и отрицатель-
ным степеням.

Огюстен Коши  
(1789–1857)

Пьер Альфонс Лоран  
(1813–1854)

В 1862 г. выпускник Политехнической школы Парижа Эжен 
Руше (1832–1910) опубликовал статью, содержащую теорему 
о количестве нулей аналитических функций. Благодаря этому 
было получено еще одно доказательство основной теоремы выс-
шей алгебры о том, что многочлен имеет столько корней, какова 
его степень.
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В 1851 г. Бернгард Риман (1826–1866) представил свою зна-
менитую докторскую диссертацию «Основы общей теории функ-
ций комплексного переменного», определившую начало нового 
этапа в развитии теории аналитических функций и содержав-
шую исходные идеи топологии поверхностей (многолистные 
поверхности), а в 1857 г. развил эти идеи в «Теории абелевых 
функций». В своей диссертации Риман писал: «Существовав-
шие до настоящего времени методы изучения этих функций1 
имели в своей основе определение функции посредством фор-
мулы, позволяющей вычислить ее значение для каждого задан-
ного значения аргумента; в нашем исследовании показывается, 
что в силу свойств, внутренне присущих функции комплексного 
переменного, в определении такого рода часть данных есть след-
ствие остальных, и устанавливается, каким образом число дан-
ных может быть уменьшено и сведено строго к необходимому». 
В качестве примера применения принципов, на которых стро-
ится его работа, позволяющих определять поведение функции 
независимо от изображения ее той или иной формулой, Риман 
приводит следующую полную характеристику понятия алге-
браической функции: это функция, для которой область изме-
нения переменной z однократно или многократно простирается 
над всей бесконечной плоскостью, причем функция имеет раз-
рывы, только обращаясь в бесконечность в конечном числе то-
чек, и при этом такие, что порядок обращения в каждой из них 
конечен. Аналитическую функцию Риман определяет так: «Пе-
ременная величина w называется функцией другой переменной 
комплексной величины z, если она меняется вместе с ней так, 
что значение дифференциального частного dw/dz независимо 

  1 Алгебраических, круговых, показательных, эллиптических и абеле-
вых (см. Риман Б. Сочинения. М.: ОГИЗ, Гостехиздат, 1948. С. 81).
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от значений дифференциала dz»2. Это влечет за собой уравнения 
�
�

�
�
�

�
�
�

�
�
�

�
2

2

2

2

2

2

2

2
0 0

u
x

u
y

v
x

v
y

, ,  т. е. то, что действительная и мни-

мая части аналитической функции комплексной переменной яв-
ляются гармоническими функциями.

Бернгард Риман (1826–1866)

Понятие точек разветвления ввело в математику новый вид 
поверхностей, простертых одна над другой и особым образом 
скрепленных между собой. Риман ввел понятие порядка связ-
ности поверхности посредством проведения на ней разрезов, 
т. е. кривых, которые соединяют одну граничную точку поверх-
ности с другой без самопересечений; каждый такой разрез сле-
дует представлять имеющим два берега. При этом если на по-
верхности проведено уже несколько разрезов, то при проведении 
нового разреза все точки прежних причисляются к граничным. 

  2 Риман Б. Сочинения. М.: ОГИЗ, Гостехиздат, 1948. С. 50.
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Поверхность называется односвязной, если любой разрез разби-
вает ее на раздельно лежащие части, т. е. лишает свойства связ-
ности. В ином случае поверхность называется многосвязной. 
Увеличенное на единицу число разрезов, необходимых для прев-
ращения данной поверхности в односвязную, называется поряд-
ком связности.

Риман сформулировал и доказал знаменитую теорему о су-
ществовании конформного отображения одной односвязной об-
ласти на другую: «Две заданные односвязные плоские поверхно-
сти всегда можно так соотнести между собой, что каждой точке 
одной соответствует одна непрерывно вместе с ней перемещаю-
щаяся точка другой и их соответствующие части подобны в ма-
лом; при этом можно для одной внутренней и одной граничной 
точки выбрать им соответствующие произвольно; тогда соотно-
шение будет определено и для всех точек».3

С 1850-х гг. немецкий математик Карл Вейерштрасс 
(1815– 1897) читал лекции по аналитическим функциям. Он само-
стоятельно получил результаты Коши и Лорана, изложил идею 
аналитического продолжения степенных рядов. В лекциях Вей-
ерштрасса теория аналитических функций приобрела строгость, 
обоснованность и завершенность. Именно ему математический 
анализ обязан своей классической формой. Вейерштрасс поло-
жил в основу всего анализа теорию действительных чисел, пред-
ложил в качестве универсального средства построения строгих 
доказательств принцип существования верхней и нижней границ 
ограниченного множества. Он убедительно продемонстрировал 
сложность поведения непрерывной функции, построив пример 
нигде не дифференцируемой функции (его предшественником 
в этом был Больцано). Вейерштрассу удалось показать, что самая 

  3 Риман Б. Сочинения. М.: ОГИЗ, Гостехиздат, 1948. С. 83.
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простая и идеальная по своим хорошим свойствам функция – 
многочлен – способна с точностью до произвольно малого числа 
воспроизводить значения любой непрерывной функции.

Карл Вейерштрасс (1815–1897)

Вейерштрасс поставил систему степенных рядов, связан-
ных между собой отношением аналитического продолжения, 
в центр теории аналитических функций, довел до высокой сте-
пени совершенства теорию эллиптических функций, заложил 
основы теории целых функций и увенчал все теорией абелевых 
функций – наиболее значительным достижением анализа XIX в. 
Он заложил основы теории аналитических функций многих 
комплексных переменных, сделал существенные шаги вперед 
в вариационном исчислении, теории минимальных поверхностей 
и линейной алгебре. Работы Вейерштрасса по теории функций 
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комплексной переменной продолжили его ученики Г. Миттаг-
Леффлер и Г. Шварц.

Уильям Гамильтон (1805−1865)

Сэр Уильям Роуэн Гамильтон (1805‒1865) ‒ королевский ас-
троном Ирландии, математик, механик-теоретик, физик-теоре-
тик. Гамильтон определил вектор как перенос. Его символ i озна-
чает, во-первых, единичный вектор оси Ox, во-вторых, мнимую 
единицу и, в-третьих, оператор вращения – верзор.

В 1835 г. Гамильтон опубликовал работу «Теория алгебра-
ических пар» (Theory of Algebraic Couples), в которой дал но-
вое построение теории комплексных чисел. Это была следую-
щая форма (z = (a,b)) комплексных чисел после алгебраической 
(z = a + bi), тригонометрической (z = r (cos φ + isin φ)) и пока-
зательной (z = reiφ). Гамильтон стал рассматривать комплексное 
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число x + iy как алгебраическую пару (x, y) действительных чи-
сел, т. е. устранил геометрический элемент и свел комплексные 
числа к чистой алгебре, что позволило перейти к новому уровню 
геометрического обобщения ‒ повороту и растяжению на пло-
скости. Это дало возможность формализовать методы матфизики 
в задачах потока жидкости или тепла, гравитации, звуке, оптике. 
Но эти задачи решались в двумерном пространстве. Гамильтон 
хотел распространить систему комплексных чисел на трехмер-
ное пространство, но обнаружил трудности с определением ум-
ножения ‒ нарушался либо коммутативный закон, либо закон 
дистрибутивности. Результатом этих рассуждений явилась опе-
рация векторного умножения и созданная им теория кватернио-
нов. На базе этой теории в конце XIX в. в работах Дж. У. Гиббса 
и О. Хевисайда возник векторный анализ.

Вклад российских ученых в теорию функций комплексной 
переменной берет начало в открытии Н. И. Лобачевским в 1826 г. 
неевклидовой геометрии. В течение последующих десятилетий 
математики постепенно убеждались в значении этого открытия 
для теории аналитических функций, а именно в том, что геоме-
трия Лобачевского есть вместе с тем и геометрия аналитических 
функций одной комплексной переменной.

В 1850 г. профессор Петербургского университета И. И. Со-
мов издал первый русский учебник по теории функций комплекс-
ной переменной «Основания теории аналитических функ-
ций». В 1866 г. была опубликована докторская диссертация 
М. Е. Ващенко-Захарченко «Риманова теория функций состав-
ного переменного».

Первым по-настоящему оригинальным российским исследо-
вателем в области теории аналитических функций комплексной 
переменной был Юлиан Васильевич Сохоцкий (1842–1927), «на-
учный внук» Коши.
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Юлиан Васильевич Сохоцкий  
(1842–1927)

Юлиан Карл Сохоцкий родился в Варшаве в семье чинов-
ника. Он учился в Петербургском университете, который закон-
чил в 1866 г., а в 1868 г. защитил магистерскую диссертацию 
«Теория интегральных вычетов с некоторыми приложениями». 
С 1868 г. Сохоцкий преподавал в Петербургском университете, 
а с 1869 по 1909 г. – в Институте гражданских инженеров (ныне 
СПбГАСУ), где в 1874 –1909 гг. был профессором кафедры мате-
матики. В 1873 г. защитил докторскую диссертацию «Об опре-
деленных интегралах и функциях, употребляемых при разложе-
ниях в ряды».

В магистерской диссертации Сохоцкого исследованы при-
ложения теории вычетов к обращению степенного ряда (ряда 
Лагранжа) и особенно к разложению аналитических функций в не-
прерывные дроби, а также к многочленам Лагранжа. В предисловии, 
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отмечая значение теории вычетов для математического анализа, 
Сохоцкий указывал, что «исчисление интегральных вычетов вовсе 
не разрабатывается учеными нынешнего времени... В настоящем 
рассуждении я излагаю общие начала исчисления интегральных 
вычетов и показываю некоторые из его применений, именно такие, 
которых я вовсе не нашел между работами Коши или же нашел их 
изложение не в столь простой и наглядной форме, в какой мне уда-
лось их представить».4 В этой работе сформулирована и доказана 
знаменитая теорема о поведении аналитической функции в окрест-
ности существенно особой точки. Сохоцкий излагает ее в следу-
ющем виде: «Если данная функция f(z) в некоторой точке z0 об-
ращается в бесконечного порядка, то непременно в этой же точке 
функция f(z) должна принимать всевозможные значения». Здесь 
существенно особая точка названа точкой, в которой f(z) «обраща-
ется в ∞ бесконечного порядка» (имеется ввиду характер разложе-
ния функции f(z) в окрестности z0), а под значениями функции f(z) 
в точке z0 Сохоцкий подразумевает множество предельных значе-
ний функции в этой точке. Это явствует как из примеров, указыва-

емых им ранее (например, sin
1

z b−
 «в точке z = b принимает все-

возможные значения»), так и из приводимых для доказательства 
рассуждений, по существу не отличающихся от современных. Эта 
теорема в том же году была опубликована итальянским математи-
ком Казорати, а восемью годами позднее – Вейерштрассом в ста-
тье «К теории однозначных аналитических функций». Поэтому ее 
можно назвать теоремой Сохоцкого – Казорати – Вейерштрасса.

  4 Теория интегральных вычетов с некоторыми приложениями. Рас-
суждение Ю. Сохоцкаго, написанное им на степень магистра математики. 
С- Петербург, 1868. 130 с. По определению Физ-Мат Факультета печатать до-
зволяется. С-Петербург, 7 марта 1868. Декан А. Бекетов. С. 3.
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1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА  
И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

1.1. Комплексное число.  
Действия над комплексными числами

Комплексное число z характеризуется парой действительных 
чисел (a, b) с установленным порядком следования чисел a и b. Это 
условие записывается в виде z = (a, b). Число a называется дейст-
вительной частью комплексного числа z и обозначается a = Rez; 
число b называется комплексной частью z и обозначается b = Imz.

Два комплексных числа z1 = (a1, b1) и z2 = (a2, b2) равны тогда 
и только тогда, когда равны их действительные и мнимые части, 
т. е. z1 = z2 ⇔ (a1 = a2, b1 = b2).

Суммой комплексных чисел z1 = (a1, b1) и z2 = (a2, b2) назы-
вается комплексное число z = (a, b), где a = a1 + a2; b = b1 + b2. 
При таком определении сохраняются переместительный и соче-
тательный законы сложения, т. е. z1 + z2 = z2 + z1; и z1 + (z2 + z3) = 
= (z1 + z2) + z3.

Нулем называется такое комплексное число 0, сумма ко-
торого с любым комплексным числом равна этому числу, 
т. е. z + 0 = z. Очевидно, что существует единственное комплекс-
ное число 0 = (0, 0), обладающее этим свойством.

Произведением комплексных чисел z1 = (a1, b1) и z2 = (a2, b2) 
называется комплексное число z = (a, b) такое, что a = a1 a2 – b1b2; 
b = a1 b2 – a2b1. При таком определении произведения выполняются 
переместительный, сочетательный и распределительный законы, 
т. е. z1z2 = z2z1, z1(z2z3) = (z1z2)z3 и (z1 + z2)z3 = z1z3 + z2z3.

Включим действительные числа во множество комплексных 
чисел, рассматривая действительное число a как комплексное число 
a = (a, 0). Тогда, как следует из определения действий сложения и ум-
ножения, для комплексных чисел сохраняются известные правила 
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действий над действительными числами. Поэтому множество ком-
плексных чисел рассматривается как расширение множества дейст-
вительных чисел (но без упорядочения). Заметим, что умножение 
на единицу (1,0) не изменяет комплексного числа.

Комплексное число вида z = (0, b) называется чисто мнимым 
и символически обозначается z = ib. Чисто мнимое число (0, b) = ib 
можно рассматривать как произведение мнимой единицы (0, 1) 
и действительного числа (b, 0). Мнимую единицу обычно обозна-
чают символом (0, 1) = i. В силу определения произведения ком-
плексных чисел справедливо соотношение i ⋅ i = i2 = –1. Оно по-
зволяет придать прямой алгебраический смысл так называемой 
алгебраической форме записи комплексного числа z = (a, b) = a + bi 
и производить операции сложения и умножения комплексных чи-
сел по обычным правилам алгебры многочленов.

Комплексное число z = a bi�  называется комплексно сопря-
женным числу z = a + bi.

Операция вычитания комплексных чисел определяется 
как операция, обратная сложению. Комплексное число  z = a + bi 
называется разностью комплексных чисел z1 = a1 + b1i и z2 = a2 + b2i, 
если a= a1 − a2; b= b1 − b2.

Операция деления комплексных чисел определяется как опе-
рация, обратная умножению. Комплексное число z= a+bi назы-
вается частным комплексных чисел z1 = a1 + b1i и z2 =a2 +b2i ≠ 0, 
если z1 = z ⋅ z2. Отсюда следует, что действительная часть a и мни-
мая часть b частного z определяются из линейной системы урав-

нений 2 2 1

2 2 1

a a b b a
b a a b b

� ��
� � ��

 с определителем 2 2
2 2 0.a +b �

Решив эту систему, получим

 
z = z

z
= a a +b b

a +b
+ i b a a b

a +b
1

2

1 2 1 2

2
2

2
2

1 2 1 2

2
2

2
2

.
−
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1.2. Геометрическая интерпретация комплексных чисел

Так как комплексное число определяется как пара действи-
тельных чисел, естественно изобразить z = a+bi  как точку пло-
скости x y,� �  с декартовыми координатами x= a  и y= b.  Число 
z = 0  ставится в соответствие началу координат. Такую пло-
скость будем называть комплексной плоскостью, ось абсцисс – 
действительной осью, а ось ординат – мнимой осью комплекс-
ной плоскости. При этом устанавливается взаимно однозначное 
соответствие между множеством всех комплексных чисел и мно-
жеством точек комплексной плоскости, а также между множест-
вом всех комплексных чисел z = a+bi  и множеством свободных 
векторов, проекции x и y которых на оси абсцисс и ординат соот-
ветственно равны a и b.

Важной является и другая форма представления ком-
плексных чисел. Для определения положения точки на плоско-
сти можно пользоваться полярными координатами � �, ,� �  где 
ρ – расстояние точки от начала координат, а ϕ – угол, который 
составляет радиус-вектор данной точки с положительным на-
правлением оси абсцисс. Положительным направлением изме-
нения угла ϕ считается направление против часовой стрелки 
� � �� �< <+� .  Воспользовавшись связью декартовых и поляр-

ных координат x= � �� cos ;  y= � �sin ,  получим тригонометри-
ческую форму записи комплексного числа: z = + i� � �cos sin .� �
При этом ρ обычно называют модулем, а ϕ – аргументом ком-
плексного числа и обозначают как � �= z = z, arg .  Отсюда сле-

дует, что � �� � �a b b
a

2 2 ; tg  (учитывая знаки a и b при вы-

боре ϕ).
Отметим, что аргумент комплексного числа определен не од-

нозначно, а с точностью до аддитивного слагаемого, кратного 
2π. Иногда удобно через Arg z обозначать значение аргумента, 
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заключенное в пределах � � �0 0arg 2� z < + ,  где φ0 – произволь-
ное фиксированное число, например φ0 = 0 или φ0 = π. Тогда 
Arg z z k� �arg 2�  k = ± ±0 1 2 ..., , , .� �  Аргумент комплексного 
числа z = 0 вообще не определен, а его модуль равен нулю.

Два отличных от нуля комплексных числа равны между со-
бой тогда и только тогда, когда равны их модули, а значения ар-
гументов или равны, или отличаются на кратное число периодов.

Комплексно сопряженные числа имеют один и тот же мо-
дуль, а значения их аргументов при соответствующем выборе об-
ластей их изменения различаются знаком.

Используя известную формулу Эйлера e = + iiϕ ϕ ϕcos sin ,  по-
лучаем так называемую показательную форму записи комплекс-
ного числа: z = ei� �� .

Можно отождествить операции сложения и вычитания ком-
плексных чисел с соответствующими операциями над векторами 
(рис. 1).

Рис. 1

При этом легко установить неравенства треугольника:

z + z z + z z z z z1 2 1 2 1 2 1 2 .� � � �;
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Модули разности двух комплексных чисел имеют геоме-
трический смысл расстояния между соответствующими точками 
на координатной плоскости.

Отметим, кроме того, очевидные неравенства z a z b≥ ≥; .

Для выполнения операции умножения удобно пользоваться 
тригонометрической формой представления комплексных чисел. 
Согласно правилам умножения получаем

z = + i = z z = + i + i =� � � � � � � � �

�

cos sin cos sin cos sin1 2 1 1 1 2 2 2� � � � � � � �
� 11 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1

cos cos sin sin

sin cos cos s

� � � �� �
� � � �

� � � � �

� � � � �

+

+ i + iin

cos sin

2

1 2 1 2 1 2 1 2
2

�

� � � � � � � � � �

� �
� � � � � �� � � � �� �

=

+ +i + = ei 1 .

Отсюда � � � � � �� �1 2 ; = +1 2.

В случае деления комплексных чисел при �2 0�  аналогично 
z
z

ei1

2

1

2

� � � ���
�

� �1 2 .

1.3. Извлечение корня из комплексного числа

Тригонометрическая и показательная формы комплексного 
числа удобны при рассмотрении алгебраических операций возве-
дения комплексного числа в целую положительную степень и из-
влечения корня из комплексного числа.

Если z = zn1 , то � �� 1
n  и � �= n � 1.

Комплексное число z = zn1  называется корнем n-й степени 
из комплексного числа z1, если z = zn1 , откуда следует, что � �1 � n  

и ϕ
ϕ=
n

.

Как уже говорилось, аргумент комплексного числа опреде-
лен не однозначно, а с точностью до аддитивного слагаемого, 
кратного 2π. Поэтому из выражения для аргумента комплексного 
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числа z1 �
� �

k = n
k
n

0 2
� ,

 
где φ0 – одно из значений аргумента ком-

плексного числа z1, получим, что существуют различные ком-
плексные числа, которые при возведении в n-ю степень равны 
одному и тому же комплексному числу z. Модули этих комплекс-
ных чисел одинаковы и равны ρn , а аргументы различаются 

на число, кратное 2π
n

. Число различных значений n-й степени 

из комплексного числа z равно n. Точки на комплексной плоско-
сти, соответствующие различным значениям корня n-й степени 
и комплексного числа z, расположены в вершинах правильного 
n-угольника, вписанного в окружность радиусом ρn  с цен-
тром в точке z = 0. Соответствующие значения ϕk получаются 
при k = n0 1 1, , ..., .−

Классический анализ поставил задачу так расширить множе-
ство действительных чисел, чтобы не только элементарные алге-
браические операции сложения и умножения, но и операция из-
влечения корня не выводила из этого расширенного множества. 
Как видим, введение комплексных чисел решает эту задачу.

1.4. Примеры

1. Найти все значения i.  Записав в показательной форме 

комплексное число z i e
i

� �
�
2 ,  получим для значений квадратного 

корня из этого комплексного числа выражения z = e
i

k
i k� �
4

2

2
�

,  
k = 0, 1 (рис. 2):
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1.4. Примеры

Рис. 2

2. Найти все значения 1
p

,  где p > 0 – целое число. Восполь-
зовавшись представлением 1 0� �ei , как и в предыдущем случае, 

получим z ek

i
p
k

�
� �
2�

,  k = p0 1, ..., .−  Следовательно

z ei0
0 1� �� ;

z e
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i
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2 2
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cos sin ;
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i
p

p i
p

�

� � �� � � �
� � � �1

2
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2
2 2

� � � �
cos sin .

То есть корень p-й степени из 1 имеет ровно p различных зна-
чений. Эти комплексные числа соответствуют вершинам правиль-
ного p-угольника, вписанного в окружность единичного радиуса 
с центром в точке z = 0, причем одна из вершин лежит в точке z = 1.

3. Найти все значения 1 3− i .  Так как z = i e
i

1� �
�

3 2 3

�

,  
то для значений квадратного корня из данного комплексного чи-

сла получим выражения z e
i

kk
i k

�
�

�
�

2 0 16

2

2

� �

, , .  Отсюда

z e i ii
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cos sin ;
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z e i z
i
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6
02

3

2
� � �

�
� �

�

.

Итак, для извлечения корня n-й степени из комплексного чи-
сла надо перейти к показательной форме записи комплексного 
числа, извлечь корень n-й степени из модуля данного комплекс-
ного числа (берется арифметическое – действительное и поло-
жительное – значение корня), а аргумент данного комплексного 
числа разделить на n. Для получения всех значений корня надо 
иметь в виду многозначность аргумента.
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2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КОМПЛЕКСНЫХ 
ЧИСЕЛ

2.1. Определение сходящейся последовательности

Для построения теории функции комплексной переменной 
большое значение имеет перенесение основных идей анализа 
в комплексную область. Одним из фундаментальных понятий 
анализа является понятие предела и, в частности, понятие схо-
дящейся числовой последовательности. Аналогичную роль иг-
рают соответствующие понятия и в области комплексных чисел. 
При этом многие определения, связанные с предельным перехо-
дом, полностью повторяют соответствующие определения тео-
рии функций действительной переменной.

Последовательностью комплексных чисел называется пе-
ренумерованное бесконечное множество комплексных чисел. 
В дальнейшем последовательность комплексных чисел мы бу-
дем обозначать символом {zn}. Комплексные числа zn, образую-
щие последовательность {zn}, называются ее элементами. Опре-
деление не исключает возможности повторяющихся элементов 
(в частности, все элементы последовательности могут быть 
равны друг другу).

Число z называется пределом последовательности {zn}, если 
для любого положительного числа ε можно указать такой но-
мер N(ε), начиная с которого все элементы последовательности 
удовлетворяют неравенству z zn� � �  при z Nn � � �� .

Последовательность {zn}, имеющая предел z, называется 
сходящейся к числу z, что записывается в виде lim .

n nz z
��

�  
Для геометрической интерпретации предельного пере-

хода в комплексной области удобно использовать понятие 
ε-окрестности точки комплексной плоскости.
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Множество точек z комплексной плоскости, лежащих вну-
три окружности радиусом ε с центром в точке z z z0 0, ,� �� ��
называется ε-окрестностью точки z0. 

Из этого определения следует, что точка z является пре-
делом сходящейся последовательности {zn}, если в любой 
ε-окрестности точки z лежат все элементы этой последова-
тельности, начиная с некоторого номера, зависящего от ε.

Поскольку каждое комплексное число zn = an + bni харак-
теризуется парой действительных чисел an и bn, то последова-
тельности комплексных чисел {zn} соответствуют две последо-
вательности действительных чисел {an} и {bn}, составленные, 
соответственно, из действительных и мнимых частей элементов 
zn последовательности {zn}.

Теорема 1.1. Необходимым и достаточным условием сходи-
мости последовательности {zn} является сходимость последо-
вательностей действительных чисел {an} и {bn} zn = an + bni. 

Доказательство. В самом деле, если последовательность {zn} 
сходится к числу z = a + bi, то для любого ε > 0 a a z z <n n� � � �  
и b b <n � �  при n N� � �� .  Это и доказывает сходимость последо-
вательностей {an} и {bn} к a и b соответственно. Обратное утвер-

ждение следует из соотношения z z = a a + b bn n n� �� � �� �2 2
,

где a и b – пределы последовательностей {an} и {bn}; z = a + bi.
Последовательность {zn} называется ограниченной, если 

существует такое положительное число M, что для всех эле-
ментов zn этой последовательности имеет место неравенство 
z <Mn .  Основное свойство ограниченной последовательности 

характеризует следующая теорема.
Теорема 1.2. Из всякой ограниченной последовательности 

можно выделить сходящуюся подпоследовательность.
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2.3. Бесконечно удаленная точка

2.2. Критерий Коши

При исследовании сходимости последовательности во мно-
гих случаях удобным оказывается необходимый и достаточный 
признак сходимости, известный под названием критерия Коши.

Критерий Коши. Последовательность {zn} сходится тогда 
и только тогда, когда для любого ε > 0 можно указать такое 
N(ε), что |zn – zn + m| < ε при n ≥ N(ε) и для любого номера m ≥ 0.

2.3. Бесконечно удаленная точка

Введем понятие бесконечно удаленной точки комплексной 
плоскости, существенное для дальнейшего. Пусть дана последо-
вательность комплексных чисел {zn} такая, что для любого поло-
жительного числа R найдется номер N, начиная с которого члены 
последовательности удовлетворяют условию |zn|>R при n ≥ N. Та-
кую последовательность назовем неограниченно возрастающей. 
Согласно введенным ранее определениям, данная последователь-
ность, как и всякая ее подпоследовательность, предела не имеет. 
Такое положение неограниченно возрастающей последователь-
ности вызывает ряд неудобств. Чтобы избежать этого, введем 
комплексное число z = ∞ и будем считать всякую неограниченно 
возрастающую последовательность сходящейся к этому числу, 
которому поставим в соответствие бесконечно удаленную точку 
комплексной плоскости. Введем понятие полной комплекс-
ной плоскости, состоящей из обычной комплексной плоскости 
и единственного бесконечно удаленного элемента – бесконечно 
удаленной точки z = ∞. Заметим, что аргумент комплексного чи-
сла ∞ не определен, так же как и его действительная и мнимая 
части. Если мы воспользуемся геометрической иллюстрацией, 
ставя в соответствие элементам неограниченно возрастающей 
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последовательности {zn} точки комплексной плоскости, то об-
наружим, что точки рассматриваемой последовательности с воз-
растанием их номера располагаются вне концентрических кру-
гов с центром в начале координат, радиусы которых могут быть 
сколь угодно большими. Отметим, что точки данной последо-
вательности стремятся к точке ∞ независимо от направления 
на полной комплексной плоскости.

Определим алгебраические свойства числа z = ∞. Из элемен-
тов неограниченно возрастающей последовательности {zn} соста-

вим последовательность 1

zn

�
�
�

�
�
�
.  Она сходится к точке z = 0. Дейст-

вительно, из предыдущих рассмотрений следует, что для любого 

ε > 0 можно указать такой номер N, что 1
z
<

n

ε  при n ≥ N. Оче-

видно и обратное утверждение: если последовательность {ζn} 
сходится к нулю и состоит из отличных от нуля элементов, то по-

следовательность 1
�n

�
�
�

�
�
�

 сходится к бесконечно удаленной точке.

В связи с этим полагают 1
0

�
�  и 

1

0
= ∞ .  Вообще, для беско-

нечно удаленной точки устанавливаются соотношения z ∙ ∞ = ∞ 

при z ≠ 0 и z z
� � � �

�
�, 0 при z ≠ ∞, которые естественны с точки 

зрения предельного перехода в операциях сложения и умноже-

ния. С этой точки зрения операция ∞
∞

 является неопределенной.
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3. ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОЙ 
ПЕРЕМЕННОЙ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ

3.1. Основные определения

Введем понятие функции комплексной переменной. Вво-
дится оно так же, как и понятие функции действительной пере-
менной. Будем говорить, что на множестве E комплексной пло-
скости задана функция комплексной переменной, если задан 
закон, ставящий в соответствие каждой точке множества E не-
которое комплексное число. Множество E будем называть мно-
жеством значений независимой переменной. Структура этого 
множества может быть весьма сложной и разнообразной, однако 
в теории функций комплексной переменной рассматривают мно-
жества специальной структуры.

Для дальнейшего нам потребуется ряд вспомогательных 
понятий.

Точка z называется внутренней точкой множества E, если 
существует ε-окрестность точки z, все точки которой принадле-
жат множеству E. Например, точка z множества |z| ≤ 1 является 
внутренней, если |z| < 1; точка z = 1 не является внутренней точ-
кой данного множества.

Множество E называется областью, если выполняются 
следующие условия: 1) каждая точка множества E – вну-
тренняя точка этого множества; 2) любые две точки множе-
ства E можно соединить ломаной, все точки которой принад-
лежат E.

В данном определении второе требование является условием 
связности области. Например, множество точек |z| < 1 образует 
область. Точно так же и ε-окрестность точки z0  z z <�� �0 �  обра-
зует область. Множество точек |z| ≤ 1 не является областью, так 
как не все его точки являются внутренними. Также не являются 
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областями множество точек |z| ≠ 1 и множество {|z| < 1, |z – 4| < 2}, 
поскольку они не являются связными.

Для обозначения области обычно применяются буквы J, G, 
D. Точка z является внешней точкой области J, если существует 
такая ε-окрестность z, все точки которой не принадлежат J.

Точка z называется граничной точкой области J, если 
в любой ее ε-окрестности содержатся как точки, принадлежа-
щие области J, так и точки, не принадлежащие ей. Например, 
точка z = 1 является граничной точкой области |z| < 1. Сово-
купность всех граничных точек образует границу области. 
В дальнейшем границу области мы будем обозначать буквами 
γ, Г, С. Простейшим примером границы, очевидно, является 
кривая, однако граница области может состоять и из дискрет-
ного множества точек. Например, множество точек |z| ≠ 0 обра-
зует на комплексной плоскости область, границей которой яв-
ляется точка z = 0.

Множество, полученное присоединением к области всех ее 
граничных точек, называется замкнутой областью. Замкнутую 
область обычно обозначают, ставя черту над символом области, 
например: J G D, , .

В дальнейшем мы будем рассматривать те случаи, когда гра-
ница области представляет собой одну или несколько кусочно-
гладких кривых, которые, в частности, могут вырождаться в от-
дельные точки. При этом будут рассматриваться как одно-, так 
и многосвязные области. Например, область |z – i| < 2 является 
односвязной областью, граница которой – окружность |z – i| = 2; 
круговое кольцо1 < |z| < 2 представляет собой двусвязную об-
ласть; множество точек z ≠ 0 – односвязную область и т. д.

Если область J целиком лежит внутри некоторого круга ко-
нечного радиуса, то она является ограниченной, в противном слу-
чае – неограниченной.
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Мы будем рассматривать в основном те случаи, когда мно-
жество E значений комплексной переменной представляет со-
бой область J или замкнутую область J  комплексной плоскости. 
Тогда однозначная функция комплексной переменной z, заданная 
в области J, определяется законом, ставящим каждому значе-
нию z из области J в соответствие определенное комплексное 
число w. Символически указанное соответствие будем записы-
вать в виде w = f (z).

Множество комплексных чисел w, соответствующих всем 
z ∈ J, называется множеством значений функции f (z). Поскольку 
каждое комплексное число характеризуется парой действитель-
ных чисел, то задание комплексной функции w = u + iv комплекс-
ной переменной z = z + iy эквивалентно заданию двух действи-
тельных функций двух действительных переменных, что может 
быть записано в виде w(z) = u(x, y) + iv (x, y).

Функции u(x, y) и v(x, y) определены в области J плоско-
сти действительных переменных (x, y), соответствующей обла-
сти J комплексной плоскости z. Функция u(x, y) называется дейст-
вительной, а функция v(x, y) – мнимой частью функции w = f (z). 
В дальнейшем, если это не будет оговорено особо, мы всегда бу-
дем пользоваться этим представлением, обозначая действитель-
ную часть функции f (z) символом u, мнимую – символом v.

Часто рассматривают многозначные функции комплексной 
переменной, когда каждому значению z ∈ J ставится в соответ-
ствие несколько комплексных чисел. Здесь мы будем рассматри-
вать только однозначные функции комплексной переменной.

Геометрическая интерпретация понятия функции f (z) ком-
плексной переменной заключается в том, что равенством w = f (z) 
устанавливается закон соответствия между точками области J ком-
плексной плоскости z и точками области G комплексной плоско-
сти w. Очевидно устанавливается и обратное соответствие – каждой 
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точке w ∈ G ставится в соответствие одна или несколько то-
чек z области J. Это означает, что в области G задана однозначная 
или многозначная функция комплексной переменной w: z = φ(w). 
Эта функция называется обратной функции f (z). Область G зада-
ния функции φ(w), очевидно, является областью значений функ-
ции f (z). Если функция φ(w), обратная однозначной функции f (z), 
заданной в области J, является однозначной функцией в обла-
сти G, то между областями J и G установлено взаимно однознач-
ное соответствие.

Функция f (z) называется однолистной функцией в области 
J, если в различных точках z этой области она принимает раз-
личные значения.

Из этого определения следует, что функция, обратная одно-
листной, является однозначной.

3.2. Непрерывность

Перейдем к понятию непрерывности функции комплекс-
ной переменной. Пусть функция f (z) определена на некотором 
множестве E. Рассмотрим различные последовательности точек 
этого множества {zn}, сходящиеся к некоторой точке z0 и состо-
ящие из точек zn, отличных от точки z0 (т. е. zn ≠ z0), и соответ-
ствующие им последовательности значений функции {f (zn)}. 
При этом предполагается, что точка z0 является точкой сгуще-
ния множества E, т. е. существуют последовательности {zn} то-
чек этого множества, сходящиеся к точке z0. Если независимо 
от выбора последовательности {zn} существует единственный 
предел lim ,

z z n
n

f z w
�

� � �
0

0, то этот предел называется предельным 

значением, или пределом функции f (z) в точке z0, что записыва-
ется в виде lim .

z z
f z w

�
� � �

0

0
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Часто употребляется и другое, эквивалентное, определение 
понятия предельного значения (предела) функции.

Число w0 называется предельным значением функции f (z) 
в точке z0, если для любого ε > 0 можно указать такое δ > 0, 
что для всех точек z ∈ E и удовлетворяющих условию 0 < | z – z0| < 
< δ имеет место неравенство | f (z) – w0| < ε. Заметим, что второе 
определение, в отличие от первого, имеет смысл лишь для конечных 
значений z0 и w0.

Как и в случае действительной переменной, очень важным 
является понятие непрерывности функции. Начнем с понятия 
непрерывности в точке. При этом будем считать, что точка z0, 
в которой определяется это понятие, обязательно принадлежит 
множеству E задания функции.

Функция f (z), заданная на множестве E, называется непре-
рывной в точке z0 ∈ E, если предельное значение этой функции 
в точке z0 существует, конечно и совпадает со значением f (z0) 

функции f (z) в точке z0, т. е. lim
z z

f z = f z
�

� � � �
0

0 .

Это определение непрерывности распространяется как на вну-
тренние, так и на граничные точки множества. Если точка z0 яв-
ляется изолированной точкой множества E (т. е. существует 
такая ε-окрестность точки z0, в которой нет других точек мно-
жества E), то функция f (z) по определению считается непрерыв-
ной в точке z0.

Если функция f (z), заданная на множестве E, непрерывна 
во всех точках этого множества, то говорят, что функция f (z) 
непрерывна на множестве E. В частности, мы будем рассма-
тривать функции, непрерывные в области, в замкнутой области 
и на кривой. Заметим, что в силу данных определений следует 
рассматривать предельные значения функции f (z) лишь на по-
следовательностях точек, принадлежащих данной области.
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С помощью ε-δ-определения предельного значения условия 
непрерывности функции f (z) в точке z0 можно также сформули-
ровать следующим образом: функция f (z) непрерывна в точке z0, 
если для любого ε > 0 можно указать такое δ > 0, что для всех 
точек z z ϵ E, удовлетворяющих неравенству |z – z0| < δ, имеет 
место неравенство | f (z) – f (z0)| < ε. Геометрически это означает, 
что функция комплексной переменной, непрерывная в некоторой 
точке z0, ставит в соответствие каждой точке из δ-окрестности 
точки z0 некоторую точку, принадлежащую ε-окрестности точки 
w0 = f (z0).

Заметим, что данные определения понятия непрерывности 
функции f (z) в точке z0 справедливы не только в случае конеч-
ной точки z0, но и в случае бесконечно удаленной точки z0 = ∞. 
При этом под предельным значением функции f(z) в точке ∞, 
в силу первого определения предела, надо понимать предел по-
следовательности { f (zn)}, где {zn} – любая неограниченная воз-
растающая последовательность. Во втором определении непре-
рывности условие |z – z0| < δ надо заменить на условие |z| > R.

Из непрерывности функции комплексной переменной 
f (z) = u(x, y) + iv(x, y) следует непрерывность ее действительной 
u(x, y) и мнимой v(x, y) частей по совокупности переменных x, y. 
Имеет место и обратное утверждение: если u(x, y) и v(x, y) есть не-
прерывные функции по совокупности переменных x, y в некото-
рой точке (x0, y0), то f (z) = u(x, y) + iv(x, y) является функцией ком-
плексной переменной z = x + iy, непрерывной в точке z0 = x0 + iy0. 
Данные утверждения вытекают из того, что необходимым и до-
статочным условием сходимости последовательности комплекс-
ных чисел является сходимость последовательностей их действи-
тельных и мнимых частей.

Это позволяет нам перенести на функции комплексной 
переменной основные свойства непрерывных функций двух 
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действительных переменных. Так, сумма и произведение двух 
функций комплексной переменной f1(z) и f2(z), непрерывных в об-
ласти J, также являются непрерывными функциями в этой обла-

сти; функция � z =
f z
f z

� � � �
� �

1

2

 непрерывна в тех точках области J, 

где f2(z) ≠ 0, и т. д.

3.3. Пример

Рассмотрим линейную функцию f (z) = w = az + b. Здесь 
a ≠ 0, b – заданные комплексные постоянные. Функция f (z) = 
= w = az + b определена при всех значениях независимой пере-
менной z. Областью ее задания является полная комплексная 
плоскость.

В дальнейшем мы будем говорить, что функция комплекс-
ной переменной f (z) определена на всей комплексной плоско-
сти, если она определена для всех значений комплексного ар-
гумента z, ограниченных по модулю, и будем говорить, что f (z) 
определена на полной комплексной плоскости, если она задана 
и при z = ∞. В нашем примере f (∞) = ∞.

Каждому значению z соответствует только одно значение w, 
т. е. f(z) – однозначная функция z. Очевидно, что обратная функ-

ция � w = z=
a
w b

a
= a w= b� � �

1
1 1  обладает теми же свойствами, 

что и f (z). Таким образом, f (z) – однолистная функция z на полной 
комплексной плоскости, устанавливающая взаимно однозначное 
соответствие между плоскостями z и w. В силу непрерывности дей-
ствительной и мнимой частей f (z) по совокупности переменных 
x, y эта функция непрерывна на всей комплексной плоскости (при 
любых конечных значениях x, y). Чтобы выяснить геометриче-
ский смысл данного соответствия, рассмотрим вспомогательную 
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функцию ζ = az. На основании правила умножения комплексных 
чисел имеем � � � � �� � � �� �� �a z a z i a zcos arg arg sin arg arg .  
Отсюда следует � � �a z ,  arg arg arg� � �z a.  То есть функ-
ция ζ = az любому комплексному числу z ставит в соответствие 
комплексное число ζ, модуль которого в |a| раз больше модуля z, 
а аргумент получается из аргумента z прибавлением постоянного 
слагаемого – аргумента комплексного числа a. Геометрический 
смысл этого преобразования очевиден: подобное растяжение 
плоскости z в |a| раз и поворот этой плоскости как целого вокруг 
точки z = 0 на угол arg a.

Возвращаясь к функции f (z) = w = az + b, которую теперь 
можно записать в виде w = ζ + b, видим, что геометрический 
смысл последнего преобразования состоит в сдвиге плоскости z, 
характеризуемом вектором b.

Итак, линейная функция преобразует комплексную пло-
скость z в комплексную плоскость w путем подобного растяже-
ния, поворота и сдвига.

3.4. Основные элементарные функции  
комплексной переменной

1. Дробно-рациональная функция w a z a z a
b z b z b

n n
n

m m
m

�
� � �
� � �

�

�
0 1

1

0 1
1

...

...
.  

В частности, рациональной функцией является многочлен 
w a z a z an n

n� � � ��
0 1

1 ... .

2. Показательная функция ez определяется как сумма абсо-
лютно сходящегося во всей комплексной плоскости степенного 

ряда e z z z
n

z
n

� � � � � �1
2

2

!
...

!
... .

Показательная функция ez обладает следующими свойствами:
1) e e ez z z z1 2 1 2

� � ,  где z1 и z2 – любые комплексные величины;



37
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2) e ez k i z� �2 �  k � � �� �0 1 2, , , ... ,  т. е. ez является периодиче-
ской функцией с периодом 2πi.

3. Тригонометрические функции sin z и cos z определяются 

степенными рядами sin
!

...
!

... ;z z z z
n

n n
� � � � �� �

�� �
�

�3 2 1

3
1

2 1
 

cos
! !

...
!

... ,z z z z
n

n n
� � � � � �� � � �

�1
2 4

1
2

2 4 2

 абсолютно сходящи-

мися при любом комплексном значении z. Функции sin z и cos z – 
периодические (с действительным периодом 2π) и имеют только 

действительные нули z = kπ и z k� �
�

�
2

 соответственно, где 
k � � �0 1 2, , , ...

Для функций ez, sin z, cos z имеют место формулы Эйлера:

eiz = cos z + i sin z;

e–iz = cos z – i sin z,

откуда 

sin .z e eiz iz
�

� �

2

Функции tg z и ctg z определяются равенствами

tg z z
z

=
sin

cos
,  ctg

cos

sin
z = z

z
.

Для тригонометрических функций остаются в силе все фор-
мулы тригонометрии.

4. Гиперболические функции sh z, ch z, th z, cth z определяются 
равенствами 

sh z e ez z
�

� �

2
,  ch

2
z = e + e

z z−

,  th
sh

ch
z = z

z
,  cth

ch

sh
z = z

z
.
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Тригонометрические и гиперболические функции связаны 
между собой следующими соотношениями: 

sin shz = i iz− ;  cos chz = z;  tg thz = i iz− ;  ctg cthz = i iz;
sh sinz = i iz− ;  ch cosz = iz;  th tgz = i iz− ;  cth ctgz = i iz.
5. Логарифмическая функция Ln z, где z ≠ 0, определяется 

как функция, обратная показательной, причем
Ln ln Arg ln argz = z + i z = z +i z + k i2 π  k = ,± ,± ,0 1 2 ...� �.
Эта функция является многозначной. Главным значением 

Ln z называется то, которое получается при k = 0; оно обознача-
ется ln z: ln ln argz = z = i z.

Очевидно, что Ln lnz = z + k i2 π ,  k = 0 1 2, , ,± ± ...

Справедливы следующие соотношения:

Ln Ln Ln1 2 1 2z z = z + z� � ;

Ln Ln Ln1

2

1 2

z
z
= z z

�

�
�

�

�
� � .

6. Обратные тригонометрические функции arcsin z, arccos z, 
arctg z, arcctg z определяются как функции, обратные, соответст-
венно, функциям sin w, cos w, tg w, ctg w.

Например, если z = sin w, то w называется арксинусом чи-
сла z и обозначается w = arcsin z.

Все эти функции многозначные и выражаются через следую-
щие логарифмические функции:

arcsin Ln 1 2z = i iz + z� �� �;
arccos Ln 12z = i z + z� �� �;

arctg
2

Ln
1

1
z = i + iz

iz
−

−
;

arcctg
2

Lnz = i z + i
z i

−
−

.
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Главные значения обратных тригонометрических функций 
arcsin z, arccos z, arctg z, arcctg z получаются, если брать главные 
значения соответствующих логарифмических функций.

7. Общая степенная функция w = za, где a = α + iβ – любое 
комплексное число, определяется равенством z = ea a zLn .  Эта 
функция, вообще говоря, многозначная, ее главное значение 
равно z = ea a zln .

8. Общая показательная функция w = az  (a ≠ 0) – любое ком-
плексное число определяется равенством a = ez z aLn .  Главное 
значение этой многозначной функции a = ez z aln .
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4. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ 
КОМПЛЕКСНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

4.1. Определение. Условия Коши – Римана

До сих пор теория функций комплексной переменной строи-
лась в полной аналогии с теорией функций действительной пере-
менной. Однако понятие дифференцируемой функции комплекс-
ной переменной, введенное по аналогии с соответствующим 
понятием теории функций действительной переменной, приво-
дит к существенным различиям.

Дадим определение производной функции комплексной пере-
менной. Пусть в области J комплексной плоскости z задана функ-
ция f(z). Если для точки z0 ∈ J существует при Δz → 0 предел (пре-

дельное значение) разностного отношения f z z f z
z

0 0�� � � � ��
�

,, 

то этот предел называется производной функции f(z) 
по комплексной переменной z в точке z0 и обозначается f '(z0),  
т. е. �� �

�� � � � �
�

f z =
f z z f z

zz0 lim .
�

�
�0

0 0  Функция f (z) в этом слу-

чае называется дифференцируемой в точке z0. Подчеркнем еще раз, 
что если существует указанный предел, то он не зависит от спо-
соба стремления Δz к нулю, т. е. от способа приближения точки 
(z0 + Δz) к точке z0. Требование дифференцируемости функции 
комплексной переменной в точке z0 накладывает весьма важные 
условия на поведение действительной и мнимой частей этой функ-
ции в окрестности точки (x0, y0). Эти условия, известные под назва-
нием условий Коши – Римана, могут быть сформулированы в виде 
следующих теорем.

Теорема 1.3. Если функция f z u x y iv x y� � � � � � � �, ,  диффе-
ренцируема в точке z0 = x0 + iy0, то в точке (x0, y0) существуют 
частные производные функций u(x, y) и v(x, y) по переменным x, y, 
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причем имеют место соотношения 
� � �

�
�
� � �

�
u x y

x
v x y

y
0 0 0 0, ,

,, 
� � �

�
� �

� � �
�

u x y
y

v x y
x

0 0 0 0, ,
.  Эти соотношения обычно называют 

соотношениями Коши – Римана.
Доказательство. По условию теоремы существует предел 

�� � �
�� � � � �

�
f z

f z z f z
zz0

0

0 0
lim
�

�
�

, не зависящий от способа стрем-

ления ∆z к нулю. Положим ∆z = ∆x и рассмотрим выражение

�� � �
�� � � � �

�

�
�� � �

�

�

f z
u x x y u x y

x

i
v x x y
x

x

0
0

0 0 0 0

0

0 0

lim
, ,

lim
,

�

�

�
�

� vv x y
x

0 0,
.

� �
�

Из существования предела комплексного выражения сле-
дует существование пределов его действительной и мнимой ча-
стей. Поэтому в точке x0, y0 существуют частные производные 
по x функций u(x, y) и v(x, y), а также имеет место формула

�� � � � � � � � �f z = u x y iv x yx x0 .0 0 0 0, ,

Полагая Δz = iΔy, находим:

�� � �
�� � � � �

�

�
�� �

�

�

f z = i
u x y y u x y

y
v x y y

y

y

0 lim
, ,

lim
,

�

�

�
�

�

0

0 0 0 0

0

0 0 �� � �
�

� � � � � � � � �

v x y
y

iu x y v x yy y

0 0

0 0 0 0

,

, , .

�

Сравнивая две последние формулы, убеждаемся в справед-
ливости исходных соотношений. Справедлива также и обратная 
теорема.
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Теорема 1.4. Если в точке (x0, y0) функции u(x, y) и v(x, y) 
дифференцируемы, а их частные производные связаны соотно-
шениями Коши – Римана, то функция f z u x y iv x y� � � � � � � �, ,  
является дифференцируемой функцией комплексной перемен-
ной z в точке z0 = x0 + iy0.

Если функция f (z) дифференцируема во всех точках неко-
торой области J, а ее производная непрерывна в этой области, 
то функция f (z) называется аналитической (или регулярной) 
функцией в области J 

5.
Как известно, непрерывность частных производных является 

достаточным условием существования первого дифференциала 
(дифференцируемости) функции многих переменных. Поэтому 
из теорем 1.3 и 1.4 следует, что необходимым и достаточным 
условием аналитичности функции f z u x y iv x y� � � � � � � �, ,  в об-
ласти J является существование в этой области непрерывных 
частных производных функций u(x, y) и v(x, y), связанных соот-
ношениями Коши – Римана.

Понятие аналитической функции является основным понятием 
теории функций комплексной переменной в силу особой роли, ко-
торую играет класс аналитических функций как при решении мно-
гочисленных чисто математических проблем, так и при различных 
приложениях функций комплексной переменной в смежных об-
ластях естествознания.

Соотношения Коши – Римана часто используются при иссле-
довании различных свойств аналитических функций. 

  5 Приведенное здесь определение аналитической функции отличается 
от обычно принятого в литературе дополнительным требованием непрерыв-
ности производной. Это сделано для облегчения последующих доказательств. 
Кроме того, более подробное исследование показывает, что математическое 
содержание понятия аналитической функции при этом не меняется. 
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4.2. Свойства аналитических функций

При этом равенства 

� � �
�

�
� � �

�
u x y

x
v x y

y
0 0 0 0, ,

,  � � �
�

� �
� � �

�
u x y

y
v x y

x
0 0 0 0, ,  

не являются единственно возможной формой соотноше-
ний Коши – Римана. Как можно убедиться самостоятельно, 
действительная и мнимая части аналитической функции 
f z u iv� � � � � � � �� � � �, ,  комплексной переменной z ei� � �  свя-

заны соотношениями �
�

� �
�
�

u v
� � �

1
, 

1

� � �
�
�
�

� �
�
�

u v
,  где ρ и φ – по-

лярные координаты точки (x, y). Аналогичным образом легко 
установить, что модуль и аргумент аналитической функции 

f z R x y ei x y� � � � � � �, ,�  связаны соотношениями 
�
�

�
�
�

R
x

R
y
� ,

�
�

� �
�
�

R
y

R
x
� .

Отметим также, что исходные соотношения Коши – Римана 
� � �

�
�
� � �

�
u x y

x
v x y

y
0 0 0 0, ,

,  
� � �

�
� �

� � �
�

u x y
y

v x y
x

0 0 0 0, ,
 позволяют по-

лучить различные выражения для производной функции ком-
плексной переменной: 

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � �

f z u x y iv x y v x y iv x y

u x y iu
x x y x

x y

, , , ,

, xx y v x y iu x yy y, , , .� � � � � � � � � �

При этом каждый раз производная f ' (z) выражается через част-
ные производные функций u(x, y) и v(x, y).

4.2. Свойства аналитических функций

Определение производной �� �
�� � � � �

�
f z =

f z z f z
zz0 lim

�

�
�0

0 0  

позволяет перенести на аналитические функции комплексной 
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переменной ряд свойств дифференцируемых функций действи-
тельной переменной.

1. Если f1(z) и f2 – аналитические функции в области J, то их 
сумма и произведение также являются аналитическими функци-

ями в области J, а функция � z =
f z
f z

� � � �
� �

1

2

 является аналитической 

функцией всюду, где f2(z) ≠ 0. 
2. Если w = f (z) является аналитической функцией в обла-

сти J плоскости комплексной переменной z, причем в области ее 
значений G на плоскости w определена аналитическая функция 
ζ = φ(w), то функция F(z) = φ(f (z)) является аналитической функ-
цией комплексной переменной z в области J.

3. Если в области J определена аналитическая функция f (z), 
причем | f '(z)| ≠ 0, то в области G значений функции f (z) опре-
делена обратная функция z = φ(w), являющаяся аналитической 
функцией w. При этом если w0 = f (z0), то имеет место соотноше-

ние �� � �
�� �

f z
w
1

0�
.

Доказательство. Для существования обратной функции не-
обходимо, чтобы уравнения u = u(x, y) и v = v(x, y) можно было 
разрешить относительно x, y в области J. Для этого достаточно, 

чтобы выполнялось условие 
� �
� �

� � � � � �
u u
v v

= u v u vx y

x y
x y y x 0 .

В силу соотношений Коши – Римана это условие можно перепи-
сать в виде � � �u + vx x2 2 0 .В силу условия | f '(z)| ≠ 0 это выполняется. 

Тем самым существование обратной функции z = φ(w) доказано. Со-

ставив разностное отношение �
� �

�

z
w w

z

�
1

,

 

легко доказать существо-

вание и непрерывность производной φ'(w0) при условии | f '(z0)| ≠ 0.
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4. Пусть в области J плоскости x, y задана функция u(x, y), яв-
ляющаяся действительной частью аналитической функции f(z). 
Тогда мнимая часть этой функции определяется с точностью 
до аддитивной постоянной. Действительно, в силу условия 
Коши – Римана, по заданной функции u(x, y) однозначно опре-
деляется полный дифференциал неизвестной функции v(x, y): 
dv v dx v dy u dx u dyx y y x� � � � � � � � � ,  что и доказывает высказанное 
утверждение.

5. Пусть функция f (z) является аналитической в области J. Рас-
смотрим в соответствующей области плоскости x, y семейства 
кривых u(x, y) = C и v(x, y) = C, представляющие собой линии уров-
ней действительной и мнимой частей функции f (z). С помощью 
соотношений Коши – Римана легко показать, что во всех точках 
данной области grad grad 0.u v= u v +u v = u u +u u =x x y y x y y x� � � � � � � � � �  
Так как градиент ортогонален линии уровня, семейства кривых 
u(x, y) = C и v(x, y) = C взаимно ортогональны.

4.3. Геометрический смысл производной функции 
комплексной переменной

Пусть f (z) является аналитической функцией в некото-
рой области J. Выберем какую-либо точку z0 ∈ J и проведем 
через нее произвольную кривую γ1, целиком лежащую в J (здесь 
и далее, если это не оговорено особо, под произвольной кри-
вой мы понимаем гладкую кривую). Функция f (z) производит 
отображение области J комплексной плоскости z на некото-
рую область G комплексной плоскости w. Пусть точка z0 пе-
реходит в точку w0, а кривая γ1 – в проходящую через w0 кри-
вую Г1 (рис. 3, 4). По условию существует производная f '(z) 
функции w = f (z) в точке w0. Предположим, что f '(z0) ≠ 0, 
и представим комплексное число f '(z0) в показательной форме: 
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�� � �
�

f z = w
z

ke
z

i
0 lim .

�

�
�0

�  Условие f '(z0) ≠ 0 необходимо для воз-

можности такого представления.

   

 Рис. 3 Рис. 4

Выберем такой способ стремления Δz к нулю, при котором 
точки z= z0 + Δz лежат на кривой γ1. Очевидно, что соответст-
вующие им точки w = w0 + Δw лежат на кривой Г1. Комплекс-
ные числа Δz и Δw изображаются векторами секущих к кри-
вым γ1 и Г1 соответственно. Заметим, что arg Δz и arg Δw имеют 
геометрический смысл углов соответствующих векторов с поло-
жительными направлениями осей x и u, а |Δz| и |Δw| представляют 
собой длины этих векторов. При z → 0 векторы секущих перехо-
дят в векторы касательных к соответствующим кривым. Из фор-

мулы �� � �
�

f z = w
z

ke
z

i
0 lim

�

�
�0

�  следует, что

 � �� �� � � � � �
� �

arg lim arg lim arg ,f z w z
z z0

0 0
1 1� �

� � �

т. е. аргумент α производной имеет геометрический смысл разно-
сти угла Ф1 вектора касательной к кривой Г1 в точке w0 с осью u и угла 
φ1 вектора касательной к кривой γ1 в точке z0 с осью x (см. рис. 3, 4). 
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Так как производная f ′(z0) не зависит от способа предельного пе-
рехода, то эта разность будет той же и для любой другой кривой, 
проходящей через точку z0, хотя значения самих углов Ф1 и φ1 мо-
гут измениться. Отсюда следует, что при отображении, осуществ-
ляемом аналитической функцией f(z), удовлетворяющей условию 
f ′(z0) ≠ 0, угол φ = φ2 – φ1 между любыми кривыми γ2 и γ1, пересе-
кающимися в точке z0, равен углу Ф = Ф2 – Ф1 между их образами, 
т. е. кривыми Г2 и Г1, пересекающимися в точке w0 = f (z0). Заметим, 
что при этом сохраняются не только абсолютная величина углов 
между кривыми γ2 и γ1 и их образами, но и направление углов. Это 
свойство данного отображения носит название свойства сохране-
ния углов.

Аналогично из �� � � �
�

f z w
z

ke
z

i
0

0
lim
�

�
�

�  получим

k f z
w
zz

� �� � �
�0

0
lim .
�

�
�

То есть с точностью до величин более высокого порядка 
малости имеет место равенство ∆ ∆w= k z .  Заметим, что и это 
соотношение не зависит от выбора кривой γ1. Геометрический 
смысл этого соотношения состоит в том, что при отображении, 
осуществляемом аналитической функцией, удовлетворяющей 
условию f ′(z0) ≠ 0, бесконечно малые линейные элементы пре-
образуются подобным образом, причем f ′(z0) определяет коэффи-
циент преобразования подобия. Это свойство данного отображе-
ния носит название свойства постоянства растяжения.

Отображение окрестности точки z0 на окрестность 
точки w0, осуществляемое аналитической функцией w = f (z) 
и обладающее в точке z0 свойством сохранения углов и постоян-
ством растяжений, называется конформным отображением. 
При конформном отображении окрестности точки z0 на окрест-
ность точки w0 бесконечно малые треугольники с вершиной 
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в точке z0 преобразуются в подобные им бесконечно малые тре-
угольники с вершиной в точке w0.

4.4. Примеры

Отметим, что, как легко проверить, введенные ранее линей-
ная функция и функция w = z2 являются аналитическими функ-

циями на всей комплексной плоскости; функция w
z

=
1  является 

аналитической всюду, за исключением точки z = 0. Так как опре-

деление производной f z =
f z z f z

zz0� �
�� � � � �

�
lim
�

�
�0

0 0  анало-

гично определению производной функции одной действительной 
переменной, то для производных данных функций комплексной 
переменной имеют место следующие выражения:

az b a z z
z z

�� �� � � �� � �
�
�

�
�
�
�
� �, , .2

2
2

1 1

Рассмотрим функцию комплексной переменной ez, широко 
применяющуюся в приложениях. Определим эту функцию, задав 
аналитическое выражение ее действительной и мнимой частей:

u x y e y v x y e yx x, cos , , sin .� � � � � �

На действительной оси эта функция совпадает с действитель-
ной функцией ex действительного аргумента x и, как будет пока-
зано далее, в комплексной области сохраняет основные свойства 
экспоненты. Поэтому для нее естественно сохранить обозначе-
ние e e y i y e ez x x iy� �� � � �cos sin .

Покажем, что ez является аналитической функцией на всей 
комплексной плоскости z. Для этого проверим выполнение усло-
вий Коши – Римана:
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�
�

� �
�
�

u
x

e y v
y

x cos ,  �
�

� � � �
�
�

u
y

e y v
x

x sin

и заметим, что все производные в этих равенствах непрерывны 
по совокупности аргументов на всей плоскости x, y. Проводя вы-
числение производной ez по формуле

�� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � �

f z u x y iv x y v x y iv x y

u x y iu
x x y x

x y

, , , ,

, xx y v x y iu x yy y, , , ,� � � � � � � � � �

получаем e u iv e y i y ez
x x

x z� �� � � � � � �� � �cos sin .

Аналогично e ez z� ��� �� � , где α – произвольная комплексная 
постоянная.

Рассмотрим еще две функции: f1(z) и f2(z), определенные с по-

мощью соотношений f z e e f z
i
e eiz iz iz iz

1 2

1

2

1

2
� � � �� � � � � �� �� �, .

Как легко видеть, для действительных значений комплекс-
ной переменной z = x эти функции совпадают с cos x и sin x, по-
этому для них естественно сохранить прежние обозначения. 
Позже мы изучим свойства этих функций, а сейчас лишь отме-
тим, что cos z и sin z, как сложные функции от аналитической 
функции, также являются аналитическими на всей комплекс-
ной плоскости. Непосредственной проверкой легко убедиться, 
что cos sin .z = z� �� �  Действительно, с помощью формулы 

e ez z� ��� �� � получим f z i e e f ziz iz
1 2

2
� � � � �� � � � � �� .  Анало-

гично прямое вычисление дает f z f z1
2

2
2 1� � � � � � ,  так как, со-

гласно правилу возведения комплексного числа в целую степень, 

из формулы e e y i y e ez x x iy� �� � � �cos sin  получим e ez z� �� � �
2

2 .
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5. ИНТЕГРАЛ ПО КОМПЛЕКСНОЙ  
ПЕРЕМЕННОЙ

5.1. Определение и основные свойства

Пусть на комплексной плоскости z задана кусочно-глад-
кая кривая C. Используя параметрическое представление кри-
вой C, зададим координаты ξ, η каждой ее точки уравнениями 
� � � �� � � � � �t t, ,  где ξ(t) и η(t) – кусочно-гладкие функции дей-
ствительного параметра t, изменяющегося в пределах � �� �t ,  
α и β могут, соответственно, принимать значения, удовлетво-
ряющие условию �� �� � � �� �� � �� �t t

2 2

0 .  Задание координат ξ, 
η этой кривой C эквивалентно заданию комплексной функции 
� � �t t i t� � � � � � � �  действительной переменной t.

Пусть в каждой точке ζ кривой C определено значение функ-
ции f (ζ). Важным понятием в теории функций комплексной пере-
менной является понятие интеграла от функции f (ζ) по кривой C. Это 
понятие вводится следующим образом. Разобьем кривую C на n ча-
стичных дуг точками деления ζ ζ ζ ζ0 1 2, , , ..., ,n  соответствующими 
возрастающим значениям параметра t (ti + 1 > ti. Обозначим 

�� � �i i i� � �1  и составим сумму S fi i i i
i

n
� � � �, ,� � � � �

�
� �

1

 где 

ζi – произвольная точка i-й частичной дуги.
Если при max 0�� i �  существует предел указанных сумм, 

не зависящий ни от способа разбиения кривой C, ни от выбора 
точек ζi, то этот предел называется интегралом от функ-
ции f (ζ) по кривой C и обозначается f d

C
� �� �� .

Вопрос существования интеграла сводится к вопросу о су-
ществовании некоторых криволинейных интегралов от действи-
тельной u и мнимой v частей функции f (z). 

Интеграл f d
C

� �� ��  представим в виде
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f d u d v d i u d v d
C CC

� � � � � �� � � � � �� �� .  
Это соотношение может само служить определением инте-

грала от функции f (z) по кривой C. Из него вытекает ряд свойств, 
являющихся очевидными следствиями соответствующих свойств 
криволинейных интегралов:

1) f d f d
AB BA

� � � �� � � � � �� � ;

2) f d f d f d
C C C C

� � � � � �� � � � � � � �
�

� � �
1 2 1 2

;  

3) если a – комплексная постоянная, то
    a f d a f d

CC
� � � �� � � � ��� ;

4) f f d f d f d
C CC

1 2 1 2� � � � � � �� � � � �� � � � � � � �� �� ;

5) f d f ds
C C

� � �� � � � �� � ,  где ds – дифференциал длины дуги 

кривой C, а интеграл, стоящий справа, – криволинейный инте-
грал первого рода;

6) имеет место следующая формула замены перемен-

ной интегрирования: � � � �� � � �
C
f z dz f

�

�� � � � �� �  где z = φ(ζ) – 

аналитическая функция ζ, устанавливающая взаимно од-
нозначное соответствие между кривыми C и Г. В частности, 

f z dz f z t z t dt
C

� � � � �� � �� ��� ,
�

�

 где z = z(t) есть параметрическое зада-

ние кривой C, а z(α) и z(β) – начальная и конечная точки этой кривой.
Пример. Рассмотрим существенный для дальнейшего при-

мер вычисления интеграла по комплексной переменной: най-

дем интеграл I d
zC

�
��
�

�
� 0

,  где кривая Cρ представляет собой 
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окружность радиусом ρ с центром в точке z0, обходимую про-
тив часовой стрелки. Воспользовавшись параметрической 
формой задания кривой Cρ z z ei� � � �� �0 0 2� � �� , получим 

I i e d
e

i d i
i

i
� � �� �

� �
�

� �
�

�

� �

0

2

0

2

2 .  Отсюда следует, что интеграл 

I d
zC

�
��
�

�
� 0

 не зависит ни от ρ, ни от z0.

В дальнейшем мы будем рассматривать интегралы от функ-
ций, аналитических в некоторой ограниченной области, причем 
нас в основном будет интересовать тот случай, когда границей 
области является кусочно-гладкая замкнутая кривая, не имеющая 
самопересечений. Кусочно-гладкую замкнутую кривую, не имею-
щую точек самопересечения, будем называть замкнутым конту-
ром. Если функция z t t� � � �� �� �  задает параметрически замкну-
тый контур, то она удовлетворяет условию z t z ti k� � � � �  при ti ≠ tk, 

за исключением случая t ti k� �� �, .  Интеграл f d
C

� �� ��  по за-

мкнутому контуру называют контурным интегралом.

5.2. Теорема Коши

Поскольку значение контурного интеграла зависит от направ-
ления интегрирования, условимся в качестве положительного 
направления обхода контура принимать направление, при кото-
ром внутренняя область, ограниченная данным замкнутым кон-
туром, остается слева от направления движения. Интегрирова-
ние в положительном направлении будем обозначать символом 
f z dz

C

� �
�
�  или просто f z dz

C
� �� , интегрирование в отрицатель-

ном направлении – символом f z dz
C

� �
�
� .
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Свойства интегралов по замкнутому контуру от функций, 
аналитических внутри области, ограниченной данным конту-
ром, во многом определяются свойствами криволинейных ин-
тегралов второго рода. Как известно, для криволинейных ин-
тегралов по замкнутому контуру справедливо следующее 
утверждение: если функции P(x, y) и Q(x, y) непрерывны в зам-
кнутой области J , ограниченной кусочно-гладким контуром C, 
а их частные производные первого порядка непрерывны в J, 

то P dx Q dy Q
x

P
y
dx dy

JC
� �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
���� .

Перейдем теперь к доказательству основной теоремы.
Теорема 1.5. Теорема Коши. Пусть в односвязной обла-

сти J задана однозначная аналитическая функция f (z). Тогда ин-
теграл от этой функции f (z) по любому замкнутому контуру Г, 
целиком лежащему в области J, равен нулю.

Доказательство. Согласно формуле
f d u d v d i u d v d

C CC
� � � � � �� � � � � �� �� ,

имеем � � .f d u dx v dy i u dx v dy
� � �

� � � � � �� � �

Так как функция f (z) – аналитическая всюду внутри кон-
тура Г, то функции u(x, y) и v(x, y) в области, ограниченной этим 
контуром, обладают непрерывными частными производными 
первого порядка. Поэтому к криволинейным интегралам, стоя-
щим в правой части последнего равенства, можно применить 

формулу P dx Q dy Q
x

P
y
dx dy

JC
� �

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
���� .  Кроме того, част-

ные производные функций u(x, y) и v(x, y) связаны соотношени-
ями Коши – Римана. Поэтому 
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0;
J

v uu dx v dy dx dy
x y�

� �� �
� � � � �� �� �� �

� ��

0,
J

u vv dx u dy dx dy
x y�

� �� �
� � � � �� �� �� �

� ��

что и доказывает теорему.
Итак, теорема Коши устанавливает факт равенства нулю ин-

теграла от аналитической функции по любому замкнутому кон-
туру, целиком лежащему в односвязной области ее аналитич-
ности. При дополнительном условии непрерывности функции 
в замкнутой области это утверждение справедливо и для замкну-
того контура, являющегося границей области аналитичности. 
Последнее утверждение фактически является несколько видо-
измененной формулировкой теоремы Коши, но ввиду важно-
сти для практических приложений мы выделим его в отдельную 
теорему.

Теорема 1.6. Вторая формулировка теоремы Коши. Если 
функция f (z) является аналитической функцией в односвязной 
области J, ограниченной кусочно-гладким контуром C, и непре-
рывна в замкнутой области J ,, то интеграл от функции f (z) 

по границе C области J равен нулю: f d
C

� �� � �� 0.

Теорема Коши устанавливает одно из основных свойств ана-
литической функции комплексной переменной; ее легко обоб-
щить и на многосвязную область. В этом случае полная граница 
области состоит из нескольких замкнутых контуров: внеш-
него C0 и внутренних – C1, C2, ..., Cn. Положительным направле-
нием обхода полной границы многосвязной области будем назы-
вать такое движение, при котором область все время остается 
слева. При этом внешний контур обходится в положительном, 
а внутренние – в отрицательном направлении.
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Теорема 1.7. Пусть f (z) является аналитической функцией 
в многосвязной области J, ограниченной извне контуром C0, а из-
нутри контурами C1, C2, ..., Cn, и пусть f (z) непрерывна в замкну-

той области J .  Тогда f d
C

� �� � �� 0,  где C – полная граница 

области J, состоящая из контуров C1, C2, ..., Cn, причем обход 
границы C происходит в положительном направлении.

Доказательство. Проведем гладкие кривые γ1, γ2, ..., γn, со-
единяющие контур C0 с контурами C1, C2, ..., Cn (рис. 5). Тогда 
область, ограниченная кривыми C1, C2, ..., Cn и кривыми γ1, γ2, ..., 
γn, проходимыми в противоположных направлениях, оказывается 
односвязной. Как нетрудно убедиться, кривые γ1, γ2, ..., γn можно 
выбрать так, чтобы они не пересекались, т. е. мы получим дей-
ствительно односвязную область. В силу теоремы 1.6 интеграл 
по границе этой области равен нулю. Но интегралы по вспомо-
гательным кривым γ1, γ2, ..., γn проходятся дважды в противопо-
ложных направлениях и при суммировании интегралов аннули-
руются. Поэтому имеет место равенство

f d f d f d
C C Cn

� � � � � �� � � � � � � � � �
� � �
� � �
0 1

0... ,

где верхние индексы у Ci указывают направление обхода (рис. 5).

Рис. 5
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5.3. Неопределенный интеграл

Важным следствием теоремы Коши является следующее по-
ложение. Пусть функция f (z) является аналитической функцией 
в односвязной области J. Фиксируем в этой области некоторую 

точку z0 и обозначим через f d
z

z
� �� ��

0

 интеграл по какой-либо 

кривой, целиком лежащей в J и соединяющей точки z и z0. В силу 
теоремы Коши этот интеграл не зависит от выбора кривой ин-
тегрирования в области J и является однозначной функцией z: 

� � � �
0

.
z

z
f d z� � � ��

Теорема 1.8. Пусть функция f (z) определена и непрерывна 
в некоторой односвязной области J, а интеграл от этой функ-
ции по любому замкнутому контуру Г, целиком лежащему 

в данной области, равен нулю. Тогда функция � � � �
0z

z
z f d� � � �� , 

где z z J, ,0 ∈  является аналитической функцией в области J, 

и � � � �.z f z�� �

Эта теорема позволяет ввести понятие неопределенного 
интеграла функции комплексной переменной. Аналитиче-
ская функция Ф(z) называется неопределенным интегралом, 
или первообразной, аналитической функции f (z) в области J, 
если в этой области имеет место соотношение � � � �.z f z�� �  
Очевидно, что функция f (z) имеет множество различных 
первообразных, но, как легко показать, все они отличаются 
лишь постоянными слагаемыми. Действительно, поскольку 
� � � � � �1 2 0,z z z� � �� � � �� �  где Ф1(z) и Ф2(z) – различные перво-

образные функции f (z), то из формулы
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�� � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �

f z u x y iv x y v x y iv x y

u x y
x x y x

x

, , , ,

,      = �� � � � � � � � � � � � �iu x y v x y iu x yy y y, , ,

следует, что все частные производные действительной и мни-
мой частей функции Ф(z) тождественно равны нулю, откуда 
по известной теореме анализа получим Ф(z) ≡ 0. Отсюда следует, 
что, как и в случае функции действительной переменной, спра-

ведлива формула f d F z
z

F z
z

� �� � � � � � � �� 2

1

2

1 , где F(z) – любая 

первообразная функции f (z).
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6.1. Вывод формулы Коши

В предыдущей лекции мы доказали теорему Коши. Она вле-
чет за собой ряд важных следствий, в частности позволяет уста-
новить определенную связь между значениями аналитической 
функции во внутренних точках области ее аналитичности и гра-
ничными значениями этой функции. Эта связь выражается фор-

мулой f z
i
f
z
d0

0

1

2
� � � � �

���
�

�
�

�

.

Этот интеграл выражает значение аналитической функ-
ции f (z) в некоторой точке z0 через ее значения на любом кон-
туре Г, лежащем в области аналитичности функции f (z) и со-
держащем точку z0 внутри, и называется интегралом Коши.

Замечание 1. В последней формуле интегрирование произ-
водится по замкнутому контуру Г, целиком лежащему в обла-
сти аналитичности функции f (z) и содержащему внутри точку z0. 
При дополнительном условии непрерывности f (z) в замкнутой 
области J , в силу теоремы 1.6, аналогичная формула справед-
лива и при интегрировании по границе C области J.

Замечание 2. Приведенные рассуждения справедливы 
и для многосвязной области J. При этом для вывода основной 

формулы � � � �
0

0

1
2

f
f z d

i z�

�
� �

� � ��  следует рассматривать такой за-

мкнутый контур Г, который может быть стянут к точке z0, все 
время оставаясь в области J. Тогда легко показать, что при усло-
вии непрерывности функции f (z) в замкнутой области J  с ку-

сочно-гладкой границей формула � � � �
0

0

1
2

f
f z d

i z�

�
� �

� � ��  остается 
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справедливой при интегрировании в положительном направле-
нии по полной границе C данной многосвязной области.

6.2. Следствия из формулы Коши

Сделаем ряд замечаний по поводу формулы

� � � �
0

0

1 .
2

f
f z d

i z�

�
� �

� � ��

1. Интеграл вида � �
0

1
2

f
d

i z�

�
�

� � ��  по замкнутому контуру Г, 

целиком лежащему в области J аналитичности функции f (z), 
имеет смысл для любого положения точки z0 на комплекс-
ной плоскости при условии, что эта точка не лежит на кон-
туре Г. При этом, если точка z0 лежит внутри Г, значение ин-
теграла равно f (z0), если вне Г – нулю, поскольку в этом случае 
подынтегральная функция аналитическая всюду внутри Г. Итак, 

� � � �0 0
0

0

1 , внутри Г,
2

0, вне Г.

f
f z z

i z
z�

�
�� �� � � �
��

�

2. Пусть f (z) – аналитическая функция в односвязной обла-
сти J и z0 – некоторая внутренняя точка этой области. Опишем 
из этой точки окружность радиусом R0, целиком лежащую в обла-

сти J. Тогда по формуле Коши получим f z
i

f
z
d

CR
0

0

1

2
0

� � � � �
���
�

�
� . 

Но на окружности CR0
 выполняется ζ = z0 + R0eiφ, поэтому 

f z f z R e di
0 0 0

0

21

2
� � � �� ���

��
�

,  или f z
R

f ds
CR

0

0
0

1

2
� � � � ���

� .
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Эта формула носит название формулы среднего значения 
и выражает значение аналитической функции в центре окружно-
сти как среднее из ее граничных значений.

6.3. Принцип максимума модуля аналитической 
функции

Пусть функция f(z) является аналитической в области J и не-
прерывной в замкнутой области J . Тогда или | f (z)| ≡ const, или мак-
симальные значения | f(z)| достигаются только на границе области.

Если f (z) принимает максимальное значение M в некоторой 
внутренней точке области, то | f(z)| ≡ M во всей области. Согласно 

соотношениям ,R R
x y
� ��

�
� �  

R R
y x
� ��

� �
� �

 аргумент аналитической 

функции f (z) также сохраняет постоянное значение в области J, 
следовательно, если модуль аналитической функции постоянен 
в некоторой области, то эта функция тождественно равна по-
стоянной в данной области. Таким образом, если функция | f (z)| 
не является постоянной величиной в области J, то она не может 
достигать своего максимального значения во внутренних точ-
ках J. Но так как функция, непрерывная в замкнутой области, до-
стигает своего максимального значения в какой-либо точке этой 
области, то в последнем случае функция | f (z)| должна достигать 
своего максимального значения в граничных точках.

Сделаем последнее замечание: если аналитическая в обла-
сти J функция f (z) не равна нулю ни в одной точке этой об-
ласти и непрерывна в J , то имеет место принцип минимума 
модуля этой функции. Для доказательства этого утверждения до-

статочно рассмотреть функцию � z
f z

� � � � �
1  и воспользоваться 

принципом максимума ее модуля.
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6.4. Производная аналитической функции

Производная аналитической функции также является ана-
литической функцией.

Пусть f (z) – аналитическая функция на замкнутом кон-
туре C и в ограниченной этим контуром области. Тогда, в соот-

ветствии с интегральной формулой Коши, f z
i
f d

zC
� � � � �

��
1

2�
� �
�

, 

где z – любая точка внутри рассматриваемой области (рис. 6).

Рис. 6

Отсюда, составив отношение 
�� � � �� �f z + h f z

h
 и перейдя 

к пределу при h → 0, можно путем аналогичных выкладок полу-

чить, что ��� � � � �
�� ��f z

i
f d

zC

2

2
2�

� �

�
.

Также доказывается, что при любом целом n > 0 

f z n
i

f d

z
n

n
C

� �
�� � � � �

�� ��
!

.
2

1�
� �

�
 Для удобства запоминания отме-

тим, что формально формулы производных можно получить 
из интегральной формулы Коши, дифференцируя обе ее ча-
сти по z (в правой части дифференцирование производится 
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по параметру z под знаком интеграла). Последнее равенство по-
лучено при условии, что функция f (z) является аналитической 
как на контуре C, так и в области, им ограниченной. Но если 
функция f (z) аналитическая в точке z, то всегда можно прове-
сти из этой точки окружность C столь малого радиуса, что функ-
ция f (z) остается аналитической на этой окружности и в круге, ею 
ограниченном; следовательно, на основании последней формулы 
можно заключить, что в точке z и в любой другой точке доста-
точно малой ее окрестности существует производная любого по-
рядка n этой функции.

Итак, из аналитичности функции в некоторой точке 
(т. е. из существования первой производной данной функции 
в какой-либо окрестности этой точки) следует существова-
ние в окрестности той же точки производных данной функции 
любого порядка и аналитичность этих производных.
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7. ПРИЛОЖЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОЙ  
ФОРМУЛЫ КОШИ К ВЫЧИСЛЕНИЮ 

ИНТЕГРАЛОВ

Если функция f (z) является аналитической в области D, огра-
ниченной кусочно-гладким замкнутым контуром C, то справедлива 

интегральная формула Коши f z
i

f z
z zC

0

0

1

2
� � � � �

���
,  где z0 ∈ D и кон-

тур C обходится так, что область D остается все время слева.
Рассмотрим применение интегральной формулы Коши к вы-

числению некоторых интегралов.

Пример 1. Вычислить интеграл e dz
z z i

z

C �� ��
2

,  где C – окруж-

ность радиусом 2 с центром в точке 3i.

Функция f z = e
z

z

� �  аналитична внутри круга, ограничен-

ного окружностью C, поэтому, применяя интегральную формулу 
Коши (роль ζ играет z, а роль z – число 2i), получим:

e dz
z z i

f z dz
z i

if i i e
i

i
z

C

i

C�� �
�

� �
�

� � � � � �� �� �
2 2

2 2 2
2

2 2
2

� � � cos sin ..

Пример 2. Вычислить интеграл cos
,

z dz
z iC �� �� 3

 где C – замкну-

тый контур, обходящий точку i один раз. Применяя формулу 

f z n
i

f d

z
n

n
C

� �
�� � � � �

�� ��
!

2
1�

� �

�
 к функции f (z) = cos z, получим:

cos

!

cos
| cos .

z dz
z i

i d z
dz

z i
i i i ch

C �� �
�

� �

�
� � � �� 3

2

2

2

2
1

�
� �



7. Приложение интегральной формулы Коши к вычислению интегралов

7.1. Интеграл типа Коши

Мы условились называть интеграл вида 1

2�
� �
�i
f d

zC

� �
��  ин-

тегралом Коши в предположении, что C – замкнутый контур, 
а функция f (z) – аналитическая на контуре C и в ограниченной 
им области G. При этом оказалось, что функция, определяемая 
интегралом Коши, совпадает с f (z) внутри области G и тожде-
ственно равна нулю вне контура C. Если считать, что C – произ-
вольная кусочно-гладкая дуга или совокупность нескольких та-
ких дуг, а функция f (ζ) задана только на контуре C и непрерывна 

на нем, то величину 1

2�
� �
�i
f d

zC

� �
��  принято называть интегра-

лом типа Коши. Интеграл Коши является, очевидно, частным слу-
чаем интеграла типа Коши.

Функция F z
i
f d

zC
� � � � �

��
1

2�
� �
�

,  определяемая интегралом 

типа Коши, определена всюду, кроме точек дуги C, так как в лю-
бой точке z, не принадлежащей C, интеграл типа Коши сущест-

вует (подынтегральная функция 
f
z
�

�
� �
�

 остается непрерывной).
Интеграл типа Коши является аналитической функцией 

в любой точке, не лежащей на дуге C. Для производной лю-
бого порядка n интеграла типа Коши справедлива аналогичная 
формула

F z n
i

f d

z
n

n
C

� �
�� � � � �

�� ��
!

.
2

1�
� �

�
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8. РЯДЫ И ОСОБЫЕ ТОЧКИ

8.1. Функциональные ряды

Функциональный ряд, членами которого являются функции 
комплексной переменной z,

f z f z f zn0 1� � � � � � � � � �... ... ,

может сходиться в одних точках и расходиться в других. Сумма та-
кого ряда f z S z

n n� � � � �
��

lim ,  где S z f z f z f zn n� � � � � � � � � � � �0 1 ... , 

является функцией переменной z, определенной в точках, где ряд 
сходится. Множество точек, в которых ряд сходится, будем назы-
вать областью сходимости этого ряда. Остатком ряда называ-
ется разность R z f z S z f z f zn n n n� � � � � � � � � � � � � � �� �1 2 ...  .

В каждой точке сходимости ряда lim
n nR z =
��

� � 0 .

Иными словами, если ряд в данной точке z сходится, то для каж-
дого ε > 0 можно подобрать столь большое число N, что при n > N мо-
дуль остатка ряда удовлетворяет неравенству |Rn(z)| < ε.

Наименьшее число N, определяющее номер n, начиная с ко-
торого справедливо последнее неравенство, зависит не только 
от ε, но и от z, и не является, следовательно, одинаковым для всех 
точек области сходимости ряда; чтобы подчеркнуть эту зависи-
мость, вместо N пишут N(ε, z). 

Предположим, что на некотором множестве точек G (в неко-
торой области, на некоторой дуге и т. д.) ряд не только сходится, 
но и мажорируется некоторым сходящимся числовым рядом. Это 
означает, что существует такой сходящийся ряд a0 + a1 + a2 + … 
+ an +… с положительными членами, что во всех точках рассма-
триваемого множества f z a0 0� � � , f z a1 1� � � , ... f z an n� � � , ... 
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Будем в этом случае говорить, что на данном множестве точек ряд 
f z f z f zn0 1� � � � � � � � � �... ...  сходится правильно. Для рядов, пра-

вильно сходящихся на некотором множестве точек, неравенство 
R zn � � � �  имеет место при любом сколь угодно малом ε > 0, если 

n > N(ε), где N(ε) достаточно велико и зависит только от ε.
Ряды, для которых можно выбрать N не зависящим от z, на-

зываются равномерно сходящимися на соответствующем мно-
жестве точек. Правильно сходящиеся ряды принадлежат, таким 
образом, к классу равномерно сходящихся рядов (однако не вся-
кий равномерно сходящийся ряд сходится правильно).

Нетрудно установить, что если все члены ряда f z f z f zn0 1� � � � � � � � � �... ... ,

f z f z f zn0 1� � � � � � � � � �... ... ,  сходящегося правильно на некотором 
множестве G, умножить на одну и ту же ограниченную по модулю 
функцию φ(z), то полученный ряд � � �z f z + z f z + + z f z +n� � � � � � � � � � � �0 1 ... ... 

� � �z f z + z f z + + z f z +n� � � � � � � � � � � �0 1 ... ... будет также правильно сходиться на G. 
Назовем некоторые свойства равномерно сходящихся рядов, 

справедливые и для правильно сходящихся рядов.
1. Если члены ряда f z f z f z f zn� � � � � � � � � � � � �0 1 ... ... 

являются непрерывными функциями в некоторой обла-
сти G или на числовой дуге L и ряд сходится в этой области 
или на этой дуге равномерно, то сумма ряда f (z) непрерывна 
в области G или на дуге L.

2. Если члены ряда f z f z f z f zn� � � � � � � � � � � � �0 1 ... ...  не-
прерывны на некоторой дуге L и ряд сходится на этой дуге рав-
номерно, то его можно почленно интегрировать вдоль дуги L, 
т. е. f z dz f z dz f z dz f z dz

L L
n

LL
� � � � � � � � � � � � �� � ��0 1 ... ...  

3. Если члены ряда f z f z f z f zn� � � � � � � � � � � � �0 1 ... ...  ана-
литические в некоторой области G и этот ряд сходится в обла-
сти G равномерно, то его сумма f (z) также является функцией, 
аналитической в области G.
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8.2. Степенные ряды

Ряд вида c c z c z c zn n
0 1 2

2+ + + + +... ... ,  где ci – постоянные, 
называется степенным.

Основной теоремой теории степенных рядов является теорема 
Абеля: если степенной ряд сходится в точке z0, то он сходится, 
и притом абсолютно, во всех точках, лежащих внутри окружно-
сти C с центром в точке z = 0, проходящей через точку z0 (т. е. во всех 
точках z, для которых |z| < |z0|). При этом во всяком круге z ≤ ρ (рис. 7) 
радиусом ρ, меньшим чем |z0|, ряд сходится правильно.

Рис. 7

Доказательство. Из сходимости ряда c c z c z c zn n
0 1 2

2+ + + + +... ... 
c c z c z c zn n

0 1 2
2+ + + + +... ...  при z = z0 вытекает, что lim

n n
nc z

��
� 0  и, следовательно, 

модули членов этого ряда ограничены, т. е. существует такая 
постоянная M, что c z <Mn

n
0  при любом n. Пусть z – любая 

точка, лежащая внутри окружности C; тогда |z| < |z0| и z
z

q
0

1� � . 

Общий член ряда можно преобразовать: c z c z z
zn

n
n
n

n

�
�

�
�

�

�
�0

0

.  
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Отсюда видно, что c z <Mqn
n n ,  т. е. модули членов ряда 

в точке z меньше соответствующих членов геометрической про-
грессии M Mq Mq Mqn+ + + + +2 ... ...  со знаменателем q, мень-
шим единицы. Следовательно, ряд сходится в точке z абсолютно 
и первая часть теоремы доказана.

Возьмем теперь произвольный круг |z| ≤ ρ (см. рис. 7), лежа-
щий внутри окружности C (ρ < |z0|). 

Согласно доказанному выше, ряд сходится абсолютно 
во всякой точке, расположенной внутри окружности C, 
и, в частности, во всякой точке, лежащей на окружности вы-
бранного нами круга радиуса ρ. Итак, если z1 – какая-нибудь 
точка на окружности этого круга (т. е. |z1| = ρ), то числовой ряд 
c c z c z c zn n

0 1 1 2 1
2

1+ + + + +... ...  сходится. Но для любой другой 
точки z, лежащей внутри или на окружности круга |z| ≤ ρ, спра-
ведливо неравенство |z| ≤ |z1|, следовательно c z c zn

n
n
n≤ 1  при лю-

бом n. Этим доказано, что в круге |z| ≤ ρ, где ρ < |z0|, ряд сходится 
правильно.

Рассмотрим теперь любой луч, выходящий из нулевой точки. 
Возможны три случая.

1. Ряд c c z c z c zn n
0 1 2

2+ + + + +... ... сходится во всех точках 
этого луча. Тогда, в силу теоремы Абеля, ряд сходится внутри 
круга сколь угодно большого радиуса, т. е. во всей плоскости.

2. Ряд расходится во всех точках луча, кроме точки 
z = 0 (в точке z = 0 сходится всякий степенной ряд вида 
c c z c z c zn n

0 1 2
2+ + + + +... ... , так как при z = 0 все члены ряда, 

кроме первого, обращаются в ноль). В этом случае ряд расхо-
дится во всех точках плоскости, кроме точки z = 0.

Действительно, из теоремы Абеля следует, что если ряд 
в некоторой точке z расходится, то он расходится и всюду вне 
круга с центром в начале координат, окружность которого про-
ходит через точку z. Следовательно, в рассматриваемом случае 
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ряд расходится вне круга сколь угодно малого радиуса с центром 
в нулевой точке, т. е. всюду, кроме точки z = 0.

3. На луче имеются как точки сходимости ряда, отличные 
от z = 0, так и точки расходимости. Как было отмечено, из теоремы 
Абеля следует, что всякая точка сходимости находится ближе 
к нулевой точке, чем всякая точка расходимости. Следовательно, 
на луче найдется точка z* (рис. 8), отделяющая точки луча, в кото-
рых ряд сходится, от точек, где он расходится. Сама точка z* при-
надлежит или к числу точек сходимости, или к числу точек рас-
ходимости ряда. Ряд будет сходиться внутри круга G с центром 
в нулевой точке, окружность которого проходит через точку z*, 
и расходиться вне этого круга.

Рис. 8

Круг G называют кругом сходимости степенного ряда, а его 
радиус – радиусом сходимости этого ряда. На окружности круга 
сходимости могут лежать как точки сходимости, так и точки 
расходимости ряда. В рассмотренных случаях 1 и 2 можно счи-
тать, что радиус сходимости равен соответственно бесконечно-
сти и нулю.

Так как во всяком круге, находящемся целиком внутри круга 
сходимости, степенной ряд сходится правильно, из доказанного 
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ранее следует, что сумма степенного ряда внутри круга сходимо-
сти является аналитической функцией.

Радиус сходимости степенного ряда можно определять, 
пользуясь известными признаками сходимости рядов. Ряд 
c c z a c z a c z an

n
0 1 2

2� �� � � �� � � � �� � �... ... ,  где a – любое 
комплексное число, также называют степенным. Подстановкой 
z – a = t он сводится к ряду вида c c z c z c zn n

0 1 2
2+ + + + +... ... ,  при-

чем точке t = 0 соответствует точка z = a. Следовательно, областью 
сходимости ряда c c z a c z a c z an

n
0 1 2

2� �� � � �� � � � �� � �... ...  
является круг с центром в точке z = a.

8.3. Ряд Тейлора

Рассмотрим однозначную функцию f (z), аналитическую вну-
три круга G, ограниченного окружностью C с центром в точке 
z = a (рис. 9). Разложим эту функцию в степенной ряд вида 
c c z a c z a c z an

n
0 1 2

2� �� � � �� � � � �� � �... ...

Рис. 9

Пусть z – любая внутренняя точка круга G. Прове-
дем внутри круга G окружность C′ с центром в точке a так, 
чтобы точка z оказалась внутри этой окружности. Тогда, если 
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ζ – точка на окружности C′, в соответствии с интеграль-

ной формулой Коши имеем f z
i
f d

zC
� � � � �

��
�

1

2�
� �
�

.  Пре-

образуем один из множителей подынтегральной функции: 
1 1 1

1
� �

�
�

�
�

� � �� �
�

�� � �
�
�

�

�
�

�

�
�

z a z a a z a
a

.

Модуль разности |ζ – a| равен радиусу окружности C′, а так 
как модуль разности |z – a| равен расстоянию от точки z до центра 
окружности C, то, как бы ни перемещалась точка ζ по окружности C′, 

величина 
z a
a

�
��

 сохраняет постоянное значение, меньшее единицы. 

Следовательно, функция 1

1� �
�
z a
a�

 является суммой геометриче-

ской прогрессии 
1

1

1

2

2

�
�
�

� �
�
�

�
�� �
�� �

� �
�� �
�� �

�z a
a

z a
a

z a

a

z a

a

n

n

�
� � �

... ... ,  

сходящейся во всякой точке z внутри окружности C′. Эта про-
грессия сходится правильно на окружности C′ относительно ζ, 

потому что при фиксированном z величина z a
a

q�
�

�
�

 по-

стоянна на этой окружности и, следовательно, модули чле-

нов ряда 1

1

1

2

2

�
�
�

� �
�
�

�
�� �
�� �

� �
�� �
�� �

�z a
a

z a
a

z a

a

z a

a

n

n

�
� � �

... ... сов-

падают с соответствующими членами сходящегося числового 
ряда 1 2+ + + + +q q qn... ...  Тем самым этот последний ряд яв-
ляется мажорирующим для предыдущего ряда. Следовательно, 
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подынтегральную функцию 
f
z
�

�
� �
�

 можно представить в виде 

суммы ряда, сходящегося правильно на окружности C′ (вели-
чина | f (ζ)| ограничена на окружности C′):

f
z

f
a

z a f

a

z a f

a

n

n

�
�

�
�

�

�

�

�

� �
�

�
� �
�

�
�� � � �
�� �

� �
�� � � �
�� �

��2 1
... ... ,,  а затем 

произвести почленное интегрирование, что приведет к разложе-
нию функции f (z) в степенной ряд:

f z
i

f d
a

z a
i

f d

a

z a
i

f

C C
� � � � �

�
�

�� � � �
�� �

�
�� � �

� �
� �

1

2 2 2
2

2

�
� �
� �

� �

� �
���
�� �

�

�
�� � � �

�� �
�

�

�
�

�

�

d

a

z a
i

f d

a

C

n

n
C

�

�

�
� �

�

3

1
2

...

... ...

Множители z a z a z a n�� � �� � �� �, , ..., , ...
2  вынесены за знаки 

соответствующих интегралов.
Итак, во всякой точке z внутри круга G функция f (z) пред-

ставлена с помощью последнего ряда в виде суммы степенного 
ряда f z c c z a c z a c z an

n� � � � �� � � �� � � � �� � �0 1 2

2
... ... ,  коэф- 

фициенты которого вычисляются как c
i

f d

a
n n

C
�

� �
�� � �

�
�

1

2
1�

� �

�
  

(n = 0, 1, 2, …), где C′ – или любая окружность с цент-
ром в точке z = a, лежащая внутри круга G, или любой дру-
гой простой замкнутый контур, однократно обходящий точку 
a в положительном направлении и лежащий внутри круга G, 
так как, в силу теоремы Коши, величина последнего интеграла 
не зависит от выбора контура C′. Полученный ряд называется 
рядом Тейлора.
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Пользуясь интегральной формулой Коши и вытекающей 

из нее формулой f z n
i

f d

z
n

n
C

� �
�� � � � �

�� ��
!

,
2

1�
� �

�
 можно для коэффици-

ентов ряда Тейлора получить иное представление:

c
i

f d
a

f a
C

0

1

2
�

� �
�

� � �
�
��

� �
�

,  c
i

f d
nn

C
�

� �
�
�

1

2�
� �

!
,  (n = 1, 2, …)

и записать разложение в ряд Тейлора в форме, известной 
из курса математического анализа для функций действительной 
переменной:

f z f a
f a

z a
f a

z a

f a
n

z a
n

n

� � � � � �
�� �

�� � �
��� �

�� � � �

�
� �

�� �
� �
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2

! !
...

!
�� ...

Отсюда, в частности, легко получить известные разложения 
элементарных функций: 

ln ... ;1
2 3

2 3

�� � � � � �z z z z

arctg z z z z
� � � �

3 5

3 5
...

и другие равенства: 

e z zz � � � �1
1 2

2

! !
... ;

sin
! !

... ;z z z z
� � � �

3 5

3 5
 

cos
! !

...,z z z
� � � �1

2 4

2 4
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служившие нам для определения функций ez, sin z, cos z. Их можно 
теперь рассматривать как разложения этих функций в ряд Тейлора.

Всякая однозначная элементарная функция является анали-
тической во всех точках, в которых она определена. Но может 
случиться, что ряд Тейлора для какой-либо элементарной функ-
ции сходится и в такой точке, в которой она не определена. Усло-
вимся в этом случае приписывать рассматриваемой элементар-
ной функции в соответствующей точке значение, равное сумме 
ее ряда Тейлора в этой точке.

Так, например, равенство sin

! !
...

z
z

z z
� � � �1

3 5

2 4

 справедливо 

при любом z ≠ 0. Однако ряд, стоящий в его правой части, схо-
дится и при z = 0, причем его сумма при z = 0 равна 1. Условимся 

поэтому считать, что sin 1при 0.z z
z

� �

Легко видеть, что при таком условии радиус сходимости ряда 
Тейлора для всякой однозначной элементарной функции f (z) ра-
вен расстоянию ρ от точки z = a, являющейся центром круга схо-
димости, до ближайшей особой точки этой функции.

Действительно, в круге |z – a| < ρ функция f (z) аналитична, 
и поэтому, как было доказано, в этом круге ее ряд Тейлора схо-
дится. С другой стороны, если бы радиус сходимости ряда Тей-
лора был больше, чем ρ, то внутрь круга сходимости попала 
бы особая точка функции f (z), которая, в силу принятого усло-
вия, была бы особой точкой и для суммы ряда Тейлора, что не-
возможно, так как сумма степенного ряда аналитична в круге его 
сходимости.

***

Если R – радиус круга сходимости ряда Тейлора функции f (z) 
и эта функция ограничена в круге сходимости (т. е. существует 
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такая постоянная M, что в | f (z)| ≤ M при |z| < R), то, используя ин-
тегральную формулу для коэффициентов ряда Тейлора и выбрав 
в качестве пути интегрирования окружность |ζ – a| = ρ с центром 
в точке z = a, получим

 c
i

f d

a
M M

n n
C

n n
�

� �
�� �

� � � ��
�

��
1

2

1

2
2

1 1�
� �

� � �
��

�
.

Так как радиус ρ окружности C′ можно брать сколь угодно 

близким к радиусу круга сходимости R, то c
M
Rn n

≤ ,  n = 0, 1, 2, ... 

Эти неравенства называют неравенствами Коши для коэффици-
ентов ряда Тейлора.

Если функция f (z) аналитическая во всей плоскости, то радиус 
круга сходимости ряда Тейлора бесконечен, и, следовательно, 
из неравенств Коши находим, что все коэффициенты cn, кроме c0, 
равны нулю – значит, f (z) = c0. Тем самым показано, что функция, 
аналитическая и в то же время ограниченная во всей плоскости, 
постоянна (теорема Лиувилля).

***

Нули функции и их порядок. Ряд Тейлора можно почленно 
дифференцировать. В качестве точки a можно взять любую 
точку, в которой функция f (z) аналитична. Разложение

f z f a
f a

z a
f a

z a

f a
n

z a
n

n

� � � � � �
�� �

�� � �
��� �

�� � � �

�
� �

�� �
� �

1 2

2

! !
...

!
�� ...

называют разложением функции f (z) в окрестности точки a. 
Если f (a) = 0, то точка a называется нулем функции f (z). 
В этом случае разложение функции в ряд Тейлора в окрестности 
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точки a имеет вид f (z) = c1(z – a) + c2(z – a)2+..., так как c0 =  
= f (a) = 0. Если в разложении функции f (z) в ряд Тейлора в окрест-
ности точки a c0 = c1 = ... = cn–1 = 0, но cn ≠ 0 и, следовательно, раз-
ложение имеет вид f (z) = cn(z – a)n +cn+1(z – a)n+1 + ... , то тогда 
точка a называется нулем n-го порядка или нулем n-й кратности 
функции f (z). Если n = 1, то нуль называется простым. Продиф-
ференцировав f z c z a c z an

n
n

n� � � �� � � �� � ��
�

1

1
... ,  приходим 

к выводу, что если a – нуль порядка n функции f (z), то эта же 
точка является нулем порядка (n – 1) для функции f ′(z).

Из формул для коэффициентов ряда Тейлора следует, что если 
точка a является нулем порядка n функции f (z), то f (a) = f ′(a) = 
= ... = f (n–1)(a) = 0, но f (n)(a) ≠ 0.

Разложение f (z) = cn(z – a)n +cn+1 (z – a)n+1 +... можно пере-
писать в виде f (z) = (z – a)n ∙ (cn + cn+1(z – a) +...) = (z – a)nφ(z), 
где функция φ(z) определяется как сумма степенного ряда 
� z c c z an n� � � � �� � ��1 ... ,  имеющего, очевидно, тот же круг 
сходимости, что и ряд f z c z a c z an

n
n

n� � � �� � � �� � ��
�

1

1
...  

Для функции φ(z) точка a уже не является нулем, так как φ(a) = 
= cn ≠ 0. Справедливо и обратное утверждение: всякая функция 
вида f z z a zn� � � �� � � �� ,  где n – целое положительное число, 
φ(a) ≠ 0, а φ(z) аналитична в точке a, имеет в этой точке нуль 
порядка n.

Пример. Для функции f z z ez� � � �� �2
3

4  точки z = ±2 яв-
ляются нулями 3-го порядка, так как f z z z ez� � � �� � �� �2 2

3 3
,  

и если положить � z z ez� � � �� �2
3

,  то f z z z� � � �� � � �2
3 � ,  

причем φ(2) ≠ 0, если же положить � z z ez� � � �� �2
3

,  
то f z z z� � � �� � � �2

3 �  и � �� � �2 0.

Теорема о единственности аналитической функции. Если 
значения аналитических в области G функций f1(z) и f2(z) совпадают 
в некоторой бесконечной последовательности точек z1, z2, ..., zk, ..., 
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сходящейся к точке a lim ,
k kz a
��

�� �  которая является внутренней 

точкой области G, то функции f1(z) и f2(z) тождественны во всей об-
ласти G: f1(z) ≡ f2(z).

8.4. Правильные и особые точки аналитической 
функции

Пусть функция f (z) задана в области J, ограниченной кон-
туром Г. Точка z J0 ∈  называется правильной точкой функции 

f (z), если существует сходящийся степенной ряд c z zn
n

n

�

�

� �� �
0

0 ,  

который в общей части области J и своего круга сходимости 
|z – z0| < ρ(z0) сходится к функции f (z). На значение числа ρ(z0) 
накладывается единственное ограничение: ρ(z0) строго больше 
нуля. Точки z J∈ ,  не являющиеся правильными точками функ-
ции f (z), называются ее особыми точками. Ясно, что если 
функция f (z) – аналитическая в области J, то все внутренние 
точки этой области являются правильными точками функции 
f (z). Точки границы Г могут быть как правильными, так и осо-
быми точками аналитической функции f (z). Очевидно, что все 
точки границы Г, лежащие внутри круга z z z� � � �0 0�  с цент-
ром в некоторой правильной точке z J0 ∈ ,  также являются пра-
вильными точками функции f (z).

8.5. Ряд Лорана

Предположим, что f (z) является однозначной аналитической 
функцией внутри кольца между концентрическими окружно-
стями C′ и C′′ с центром в точке z = a (рис. 10), а z – произволь-
ная внутренняя точка этого кольца. Проведем окружности Г′ и Г′′ 
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с центром в точке a так, чтобы каждая из них находилась внутри 
данного кольца и каждая точка z оказалась между Г′ и Г′′.

Рис. 10

Опишем из точки z окружность γ, находящуюся в кольце 
между Г′ и Г′′. Используя теорему Коши для составного контура, 
имеем: 

� � � � � �
Г Г

1 1 1 .
2 2 2

f d f d f d
i z i z i z�� � �

� � � � � �
� �
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Но, в силу интегральной формулы Коши 
1

2�
� �
��i
f d

z
f z

� �
�

� � �� ,, 

получаем � � � � � � � �
Г Г

1 1 .
2 2

f d f d
f z

i z i z�� �

� � � �
� �

� � � � � �� �

Если ζ – точка на контуре Г′′, то |ζ – a| > |z – a| и 
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Ряд в правой части этого равенства сходится на окружно-
сти Г′′ правильно; умножив его почленно на f(ζ)dζ и проинтегри-
ровав вдоль Г′′, получим для первого из интегралов разложение
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Если же точка ζ находится на контуре Г′, то |z – a| > |ζ – a| 

и, следовательно, � �
�

�
a

z a
1;  поэтому для получения ряда, пра-

вильно сходящегося на Г′, преобразуем 
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� � z  иначе:
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После такого преобразования для второго интеграла получим
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В силу теоремы Коши для составного контура вместо путей 
интегрирования Г′ и Г′′ можно взять любую окружность Г с цент-
ром в точке a, лежащую в данном кольце между C′ и C′′.

Заметим также, что при замене n на –n подынтегральное выра-

жение � �
� � 1
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1
2 n

f d
i a �
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�  переходит в подынтегральное выражение
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чаем следующее разложение функции f (z), сходящееся во всякой 
точке z внутри кольца между C′ и C′′:
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где коэффициенты cn, как при n = 0, 1, 2, ..., так и при n = –1, –2, ... 

определяются формулой 
� �

� � 1
Г

1 ,
2n n

f d
c

i a �

� �
�

� � �
�  а Г – любая распо-

ложенная в данном кольце окружность с центром в точке z = a. 
Полученное разложение называется рядом Лорана.

Пример 1. Рассмотрим различные разложения в ряд Лорана 

функции f z
z z

� � �
�� � �� �

1

1 2
,  выбрав a = 0.

Функция f (z) имеет две особые точки: z = 1 и z = 2. Следо-
вательно, имеется три круговых кольца с центром в точке z = 0, 
в каждом из которых функция аналитична (рис. 11): 1) круг 
|z| < 1; 2) кольцо 1 < |z| < 2; 3) внешность круга |z| > 2.

Рис. 11

В данном случае нетрудно получить разложение в ряд Ло-
рана в каждой из перечисленных областей, не прибегая к форму-
лам для вычисления коэффициентов.

1. Разложение в круге |z| < 1. Функцию f (z) можно предста-
вить в виде суммы двух элементарных дробей:
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Так как 
1

2
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,  а функция 
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n�
� � � � � � �

�
... ...

Аналогично �
�

� � � � � �
1

1
1 2

z
z z zn... ...,  причем ряд в пра-

вой части сходится, так как |z| < 1. Складывая два последних раз-
ложения, получим

 

1

1 2

1

2
1

1

2
1

1

2
1

1

22 3

3

1z z
z z

n�� � �� �
� � ��

�
�

�
�
� � ��

�
�

�
�
� � � ��

�
�

�
��

... �� �zn ...,

 

т. е. cn n
� �

�
1

1

2 1
 (n = 0, 1, 2, ...), c–n = 0 (n = 1, 2, ...).

Полученное разложение является рядом Тейлора.

2. Разложение в кольце 1 < |z| < 2. Ряд 1

2

1

2 2 2 22

2

3 1z
z z zn

n�
� � � � � � �

�
... ... 

1

2

1

2 2 2 22

2

3 1z
z z zn

n�
� � � � � � �

�
... ...  остается сходящимся, так как |z| < 2, но ряд 

�
�

� � � � � �
1

1
1 2

z
z z zn... ...  расходится, потому что |z| < 1;  

поэтому последнее разложение заменим следующим:
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�
�

� � �
�

� � � � ��
�
�

�
�
� �

� � � � � �

1

1

1 1

1
1

1
1

1 1

1 1 1

2

2

z z
z

z z z

z z zn

...

... ...

В рассматриваемом кольце последний ряд сходится, так 

как |z| < 1 и, следовательно, 1
1

z
< .

Складывая ряды, получим

1

1 2

1

2 2 2 2

1 1 1

2

2

3 1

2

z z
z z z

z z z

n

n

n

�� � �� �
� � � � � � �

� � � � �

�
... ...

... ...,,

т. е. c n c nn n n� � �� � � � �� �� �
1

2
0 1 2 1 1 2

1
, , , ... , , , ... .

3. Разложение в области |z| > 2. Равенство

�
�

� � �
�

� � � � ��
�
�

�
�
� �

� � � � � �

1

1

1 1

1
1

1
1

1 1

1 1 1

2

2

z z
z

z z z

z z zn

...

... ...

сохраняется, так как если |z| > 2, то |z| > 1; но ряд в правой части 

равенства 
1

2

1

2 2 2 22

2

3 1z
z z zn

n�
� � � � � � �

�
... ...  расходится. Заме-

ним это равенство на
1

2

1 1

1
2

1
1

2 2 1 2 22

2 2

1

z z
z

z z z z z z

n

n�
� �

�
� � � ��

�
�

�

�
� � � � � �

�

... ... ...
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Здесь ряд в правой части сходится, так как |z| > 2 и, следова-

тельно, 2
1

z
< .  Складывая два последних разложения, получим

 
1

1 2

1 2 1 2 1

2

2

3

1

z z z z z

n

n�� � �� �
� �

�
� �

�
�

�

... ...,  

т. е. c nn � �� �0 0 1 2, , , ... ,  c nn
n

�
�� � �� �2 1 1 21 , , ... .

Пример 2. Выбрав a = 1, найдем разложения в ряд Ло-
рана в различных областях рассмотренной выше функции 

f z
z z

� � �
�� � �� �

1

1 2
.  Построим две круговые области с центром 

в точке z = 1 (рис. 12):

1) круг, из которого удален центр 0 < |z – 1| < 1;
2) внешность круга |z – 1| > 1.
В каждой из этих областей функция f (z) аналитична, а на гра-

нице имеет особые точки.

Рис. 12

Разложим в каждой из этих областей функцию f (z) по степе-
ням разности (z – 1).

1. Разложение в области 0 < |z – 1| < 1. Как и в примере 1, 
получим:
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1

1 2

1

2

1

1z z z z�� � �� �
�

�
�

�
;  

1
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1

1 1
1 1 1 1

2

z z
z z z n

�� �
� �

� �
� � � �� � � �� � � � �� � �� �

( )
... ... ,

причем ряд в правой части сходится, так как |z – 1| < 1. 
Следовательно,

1

1 2

1

1
1 1 1 1

2

z z z
z z z n

�� � �� �
� �

�
� � �� � � �� � � � �� � �... ...,  

т. е. cn = –1 (n = 0, 1, 2, ...), c–1 = –1, c–2 = c–3 = ... = c–n = ... = 0.
2. Разложение в области |z – 1| > 1. В этой области

1

2

1

1 1

1

1

1

1
1

1

1

1
1

1

1

1

1
2

z z z
z

z z z
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�� � �
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�� �

�
�

�
�
�

�

�
�
�

... ��

�
�

�
�� �

� �
�� �

�
1

1

1

1

1

1
2z z z n... ...,

причем ряд в правой части равенства сходится, так как |z – 1| > 1 

и, следовательно, 1

1
1

z �
� .  Итак,

1

1 2

1

2

1

1

1

1

1

1

1

1
2 3

z z z z

z z z n

�� � �� �
�

�
�

�
�

�
�� �

�
�� �

� �
�� �

�... ...,

т. е. cn = 0 (n = 0, 1, 2, ...), c–1 = 0, c–2 = c–3 = ... = c–n = 1.
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***

Можно доказать единственность разложения функции в ряд 
Лорана, т. е. разложения вида

f z c c z a c z a
c
z a

c
z a

c
n

n� � � � �� � � � �� � �

�
�

�
�� �

� �� �

0 1

1 2

2

... ...

... ... ��

�� �
�n

nz a
...

Иными словами, если функция f (z) является в некотором 
кольце с центром в точке z = a аналитической, то не сущест-
вует двух различных рядов указанного вида, сходящихся в этом 
кольце и имеющих своей суммой функцию f (z) (рис. 13).

Рис. 13

Отсюда следует, что ряды с0 + с1(z – a)+ ... + cn(z – a)n +... 

и c
z a

c
z a

c
z a

n
n

� � �

�
�

�� �
� �

�� �
�1 2

2
... ...   сходятся правильно на вся-

кой лежащей в данном кольце окружности Г с центром в точке a  
(см. рис. 13). Эти ряды, а следовательно и ряд
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f z c c z a c z a
c
z a

c
z a

c
n

n� � � � �� � � � �� � �

�
�

�
�� �

� �� �

0 1

1 2

2

... ...

... ... ��

�� �
�n

nz a
... ,

можно интегрировать вдоль Г.

Ранее было доказано, что интегралы вида � �
Г

,nz a dz��  

где замкнутый контур Г однократно обходит в положитель-
ном направлении точку z = a, равны нулю при всяком целом n, 
кроме n = –1 (в последнем случае интервал равен 2πi). Следо-
вательно, при почленном интегрировании последнего ряда ис-
чезнут все члены, кроме первого дробного, и мы получим 

� � 1
1

Г Г
2 ,c dzf z dz c i

z a
�

�� � � �
�� �  откуда � �1

Г

1 .
2

c f z dz
i� �
� �  Чтобы 

определить c–n, нужно до интегрирования умножить все члены 
ряда на (z – a)n–1. Тогда после интегрирования все интегралы, 
кроме одного, опять обратятся в нуль и мы получим

 � �� � 1

Г Г
2 ,n n

n
с dzf z z a dz ic
z a

� �
�� � � �

�� �  

откуда � �� � 1

Г

1 .
2

n
nc f z z a dz

i
�

� � �
� �

Аналогично чтобы определить cn при n = 0, 1, 2, …, нужно 
перед почленным интегрированием ряда

f z c c z a c z a
c
z a

c
z a

c
n

n� � � � �� � � � �� � �

�
�

�
�� �

� �� �

0 1

1 2

2

... ...

... ... ��

�� �
�n

nz a
...

разделить его члены на (z – a)n+1. Тогда после интегрирования 
получим
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� �

� �
� �

� �1 1
Г Г Г

12 .
2

n
n nn n

f z dz f z dzс dz c i и c
z a iz a z a� �� � � � �
� �� �

� � �  

Мы пришли к уже известным формулам для коэффициентов 
ряда Лорана и тем самым доказали, что никакое другое разложе-
ние функции f (z) в ряд указанного вида невозможно. Так как ряд 
Тейлора является частным случаем ряда Лорана, то доказана 
и единственность разложения в ряд Тейлора.

8.6. Изолированные особые точки

Особая точка z = a функции f (z) называется изолированной, 
если в некоторой ее окрестности функция f (z) не имеет других осо-
бых точек, т. е. если в некоторой окрестности точки z = a функ-
ция f (z) аналитична всюду, кроме самой точки z = a. Разложение 
функции в ряд Лорана, сходящийся к этой функции во всех точках 
круга с центром в данной изолированной особой точке a, кроме 
этой точки a (меньший радиус кольца, в котором происходит раз-
ложение, равен нулю), будем называть разложением функции в ряд 
Лорана в окрестности данной изолированной особой точки. Так, 
в примере 2 первое из разложений является разложением в окрест-
ности особой точки z = 1.

Будем называть ряд

 c c z a c z a c z an
n

0 1 2

2� �� � � �� � � � �� � �... ...

правильной частью, а ряд

c
z a

c
z a

c
z a

n
n

� � �

�
�

�� �
� �

�� �
�1 2

2
... ...  

главной частью ряда Лорана.
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8.7. Классификация особых точек

Если функция f (z) ограничена в некоторой окрестности изо-
лированной особой точки z = a, то мы можем всегда считать эту 
точку правильной точкой функции, положив f (a) = c0 (см. пример 

с разложением функции sin z
z

). Поэтому изолированная особая 

точка z = a функции f (z), для которой разложение f (z) в ряд Лорана 
в окрестности z = a не содержит членов с отрицательными степе-
нями разности (z – a), называется устранимой особой точкой.

Пусть теперь функция f (z) не ограничена в окрестности изоли-

рованной особой точки z = a. В этом случае либо lim ,
z a

f z
�

� � � �  либо 

при z → a функция f (z) вообще не имеет предела (ни конечного, 
ни бесконечного). В первом случае будем называть точку z = a по-
люсом функции f (z), во втором – существенно особой точкой.

Если точка z = a является полюсом функции f (z), то в доста-
точно малой окрестности этой точки f (z) > M, как бы ни было ве-
лико M, и поэтому f (z) ≠ 0 в некоторой окрестности точки z = a. 

Следовательно, функция F z
f z

� � � � �
1

,  будучи отношением двух 

аналитических функций (f (z) ≠ 0), является также функцией, ана-
литической в некоторой окрестности точки z = a всюду, кроме 
самой точки z = a. Но по условию lim ,

z a
f z

�
� � � �  следовательно, 

lim lim ,
z a z
F z

f z� ��
� � � � �

�
1

0  поэтому функция F(z) ограничена 

в некоторой окрестности точки z = a и, согласно доказанному 
выше, эту точку можно считать правильной для F(z), положив 
F(a) = 0. Итак, если точка z = a является полюсом функции f (z), 

то она является нулем функции 1

f z� �
.. Будем называть точку 
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z = a полюсом порядка n функции f (z), если эта точка является 

нулем порядка n для функции 1
f z� �

. В случае n = 1 этот полюс 

будем называть простым.
Как было показано, точка z = a тогда и только тогда является 

нулем функции 1
f z� �

 порядка n, когда 1

f z
z a zn

� �
� �� � � �� ,  где 

φ(a) ≠ 0 (функция φ(z) аналитична при z = a). Но из этого пред-

ставления следует, что f z
z a zn� � �
�� � � �

1

�
,  или, если положить 

�
�

z
z

� � � � �
1

,  f z
z

z a n� � � � �
�� �
�

,  причем функция ψ(z) также ана-

литична при z = a и ψ(a) ≠ 0. Итак, точка z = a тогда и только 
тогда является полюсом порядка n функции f (z), когда f (z) 

можно представить в виде f z
z

z a n� � � � �
�� �
�

.

Так, например, точка z = –2 является полюсом третьего 

порядка для функции 
e
z

z

�� �2
3

;  точки z = ±2i – полюсами пер-

вого порядка для функции cos
,

z
z2 4+

 так как z2 + 4 = (z – 2i)(z = 2i); 

точка z = 0 – полюсом второго порядка для функции sin
,

z
z3

 так 

как sin

sin

z
z

z
z
z3 2

�

�
�
�

�
�
�

 и sin z
z

≠ 0  при z = 0.

Если числитель правой части f z
z

z a n� � � � �
�� �
�

 разложить 

в окрестности точки z = a в ряд Тейлора, то мы получим
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f z
c c z a c z a

z z
n

n

n� � �
� �� � � � �� � �

�� �
0 1 ... ...

,  

где c0 = ψ(a) ≠ 0. Проведя почленное деление, будем иметь

f z c c z a c z a
c
z a

c
z a

n n n

n n

� � � � �� � � �� � �

�
�

�
�� �

�

� �

� �

1 2

2

1 2

2

...

... ...��
�� �

�
c
z a

c
n

0
0 0, ( ). 

Таким образом, если точка z = a является полюсом по-
рядка n функции f (z), то главная часть разложения этой функ-
ции в ряд Лорана в окрестности точки z = a представляет собой 
не бесконечный ряд, а конечную сумму, причем порядок полюса 
равен наивысшему показателю степени (z – a) в знаменателях 
членов главной части разложения.

И обратно, если главная часть разложения функции f (z) в ряд 
Лорана в окрестности точки z = a содержит лишь конечное число 
отличных от нуля членов, то точка z = a – полюс функции f (z) 
порядка n.

Итак, главная часть разложения функции в ряд Лорана тогда 
и только тогда содержит лишь конечное число членов, когда точка, 
в окрестности которой произведено разложение, является полюсом. 

Отсюда следует, что главная часть разложения функции 
в ряд Лорана в окрестности существенно особой точки содержит 
бесконечно много отличных от нуля членов. Поведение функции 
в окрестности существенно особой точки подчиняется нижесле-
дующей теореме, которую мы приведем без доказательства.

Теорема Сохоцкого – Вейерштрасса. Если точка a явля-
ется существенно особой точкой функции f (z), то для любого 
заданного комплексного числа A найдется последовательность 
точек, сходящихся к точке a, вдоль которой значения f (z) стре-
мятся к A; для A = ∞ теорема также верна.
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Пример. Найти особые точки функции e z
1

 и определить их 
характер.

Принимая во внимание, что e z z z
n

z
n

� � � � � �1
2

2

!
...

!
... ,  по-

лучим e
z z n z

z
n

1

2
1

1 1

2

1
� � � � � �

!
...

!
... ,  причем ряд в правой 

части сходится всюду, кроме точки z = 0. Это равенство можно 

рассматривать как разложение функции e z
1

 в ряд Лорана в окрест-
ности точки z = 0, и так как его главная часть содержит бесконеч-
ное множество членов, точка z = 0 является существенно особой 

точкой функции e z
1

.

Рассмотрим поведение функции e z
1

 в окрестности точки 
z = 0. При z → 0 вдоль положительной части действительной 

оси получим 1
z
���  и e z

1

���;  если z → 0 вдоль отрица-

тельной части действительной оси, то 1
z
���  и e z

1

0→ . Пусть 

теперь A = reiφ – любое комплексное число, отличное от нуля 

и бесконечности. Из равенства e Az
1

= , или 
1

z
A= Ln , нахо-

дим z
A r i k i

� �
� �

1 1

2Ln ln
.

� �
 Полагая k � � �0 1 2, , , ... , полу-

чим последовательность точек, сходящуюся к точке z = 0, так 

как lim
ln

,
k r i k i��� � �

�
1

2
0

� �
 причем функция e z

1
 не только стре-

мится к A вдоль этой последовательности, но даже в точности 
равна A в каждой ее точке.

Других особых точек функция e z
1

 не имеет.
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***

Классификацию изолированных особых точек можно рас-
пространить и на случай бесконечно удаленной точки. Назо-
вем бесконечно удаленную точку изолированной особой точкой 
функции f (z), если в некоторой окрестности бесконечно удален-
ной точки (т. е. вне круга достаточно большого радиуса с цен-
тром в начале координат) нет других особых точек функции f (z).

Разложение функции в ряд Лорана, сходящееся всюду вне 
круга достаточно большого радиуса с центром в точке z = 0 (кроме, 
может быть, самой бесконечно удаленной точки), будем назы-
вать разложением в окрестности бесконечно удаленной точки. 
Последнее из разложений в примере 1 является разложением 

функции 
1

1 2z z�� � �� �  в ряд Лорана в окрестности бесконечно 

удаленной точки. Ряд e
z z n z

z
n

1

2
1

1 1

2

1
� � � � � �

!
...

!
...  является 

разложением функции e z
1

 не только в окрестности точки z = 0, 
но также и в окрестности бесконечно удаленной точки. При раз-
ложении функции в ряд Лорана в окрестности бесконечно уда-
ленной точки следует, в соответствии с определением, считать 
a = 0 в разложении

f z c c z a c z a
c
z a

c
z a

c
n

n� � � � �� � � � �� � �

�
�

�
�� �

� �� �

0 1

1 2

2

... ...

... ... ��

�� �
�n

nz a
...

Запишем члены разложения в следующем порядке:

f z c c
z

c
z

c
z

c z c z c zn
n n

n� � � � � � � � � � � � �� � �
0

1 2

2 1 2
2... ... ... ...  
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Назовем ряд c c
z
n

nn
0

1

� �

�

�

�  правильной частью, а ряд c zn n

m�

�

�
1

 – 

главной частью разложения. Такая терминология вполне естест-

венна, если учесть, что при замене z
z

=
1  окрестность бесконечно 

удаленной точки отображается на окрестность точки z = 0  и раз-
ложение f (z) превращается в разложение в ряд Лорана функции 

f
z
1


�
�
�

�
�
�  в окрестности точки z = 0 :

f
z

c c z c z c z c
z

c
z

c
n
n1

0 1 2
2 1 2

2


  

 

�
�
�

�
�
� � � � � � � � � � �� � �... ... ... nn

nz
� ...,

в котором ряд c c zn n

n
0

1

� �
�

�

�   является правильной, а ряд c
z
n
n

n �

�

�
1

 – 

главной частью.
Путем аналогичных рассуждений можно прийти к выводу, 

что если в некоторой окрестности точки z = ∞ функция f (z) ог-
раничена, то c1 = c2 = ... = cn = ... = 0, разложение примет вид 

f z c c
z

c
z

c
z
n
n� � � � � � � �� � �

0
1 2

2
... ... , и точку z = ∞ можно считать 

правильной точкой функции f (z), положив f (∞) = c0.
Если z = ∞ – правильная точка функции f (z) и f (∞) = 0, то бу-

дем называть точку z = ∞ нулем порядка m функции f (z), если 

точка z = 0 является нулем порядка m функции f
z
1�
�
�

�
�
�.

Если lim ,
z

f z
��

� � � �  будем называть точку z = ∞ полюсом 

функции. Очевидно, что если точка z = ∞ – полюс функции f (z), 

то точка z = 0 – полюс функции f
z
1�
�
�

�
�
� . Назовем точку z = ∞ полю-

сом порядка m функции f (z), если точка z = 0 является полюсом 
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порядка m функции f
z
1�
�
�

�
�
� . В этом случае разложение функ-

ции f (z) в окрестности точки z = ∞ будет иметь вид

f z c c
z

c
z

c z c z c zn
n m

m� � � � � � � � � � �� �
0

1
1 2

2... ... ... ,  

где cm ≠ 0.
Если функция f (z) в окрестности точки z = ∞ не ограничена 

и в то же время не существует ни конечного, ни бесконечного 
предела lim ( ),

z
f z

��
 то точку z = ∞ назовем существенно особой 

точкой для f (z). В этом случае главная часть разложения содер-
жит бесконечно много отличных от нуля членов, а поведение 
функции f (z) в окрестности точки z = ∞ определяется теоремой 
Сохоцкого – Вейерштрасса.
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9. ТЕОРИЯ ВЫЧЕТОВ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ

9.1. Вычет аналитической функции в изолированной 
особой точке. Определение и формулы вычисления вычета

Введем важное для приложений понятие вычета однознач-
ной аналитической функции в изолированной особой точке.

Пусть точка z0 является изолированной особой точкой одно-
значной аналитической функции f(z). Согласно предыдущим рас-
суждениям, в окрестности этой точки функция f(z) может быть 
единственным образом разложена в ряд Лорана:

f z c z zn
n

n� � � �� �
���

�

� 0 ,

где c
i

f d

z
n n

C
�

� �
�� � ��

1

2
0

1�
� �

�
 и, в частности, c

i
f d

C
� � � ��1

1

2�
� � .

Вычетом аналитической функции f (z) в изолированной осо-
бой точке z0 называется комплексное число, равное значению ин-

теграла 
1

2�
� �

�i
f d� �� , взятого в положительном направлении 

по любому лежащему в области аналитичности функции f (z) 
замкнутому контуру γ, содержащему единственную особую 
точку z0 функции f (z). Для обозначения вычета обычно приме-
няются выражения Выч [f (z), z0], res|f(z), z0|, res(f(z0)). Очевидно, 
что если точка z0 является правильной или устранимой особой точ-
кой функции f (z), то вычет f (z) в этой точке равен нулю. Для вы-
числения вычета функции f (z) в ее изолированной особой точке 

можно использовать формулу res f z z
i
f d c

C
� ��� �� � � � �� �, .0 1

1

2�
� �  

Однако в ряде случаев можно указать более простой способ вы-
числения вычета, сводящийся к дифференцированию функции 
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f (z) в окрестности точки z0. Тем самым вычисление контурного 
интеграла от аналитической функции может быть заменено вы-
числением производных от этой функции в некоторых точках, 
лежащих внутри контура интегрирования. Данное обстоятель-
ство определяет одно из основных приложений теории вычетов. 
Перейдем к рассмотрению этих случаев.

Случай 1. Пусть точка z0 является полюсом первого по-
рядка функции f (z). Тогда в окрестности этой точки имеет ме-
сто разложение f z c z z c c z z� � � �� � � � �� � ��

�
1 0

1

0 1 0 ...  Умно-
жив обе части на (z – z0) и перейдя к пределу при z → z0, получим 
c z z f z

z z� �
� �� � � �1 0

0

lim .  Заметим, что в данном случае функ-

ция f (z) в окрестности точки z0 может быть представлена в виде 

отношения двух аналитических функций: f z
z
z

� � � � �
� �

�
�

,  причем 

φ(z0) ≠ 0, а точка z0 является нулем первого порядка функции ψ(z), 

т. е. � �
�

�z z z z
z

z z z� � � �� � �� � �
��� �

�� � � �� � �0 0

0

0

2

0
2

0... , .

Тогда получим формулу вычисления вычета в полюсе пер-
вого порядка:

res 345f z z
z
z

f z
z
z

� ��� �� �
� �
�� � � � � � �

� �
, , .0

0

0

�
�

�
�

Пример. Пусть f z z
zn

� � �
�1

.  Особыми точками функ-

ции f (z) являются точки z e k nk
n i k

n� � � �� �1 0 1 1

2�

, , ..., ,  причем 
все они представляют собой полюсы первого порядка. Найдем 

res[(z), zk]. Согласно формуле res f z z
z
z

� ��� �� �
� �
�� �

, ,0

0

0

�
�

 учитывая, 

что здесь zkn =1,  получим res f z z z
nz n

z
n
ek

k

k
n k

i k
n� ��� �� � � � � �

�
, .

1

2

4
1 1

�
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Случай 2. Пусть точка z0 является полюсом порядка m функ-
ции f (z). Согласно сказанному выше, в окрестности этой точки 
имеет место разложение

 f z c z z c z z c c z zm
m� � � �� � � � �� � � � �� � ��

�
�

�
0 1 0

1

0 1 0... ...

Умножив обе части на z z m�� �0 , получим

z z f z c c z z c z zm
m m

m�� � � � � � �� � � � �� � �� � � �
�

0 1 0 1 0

1
... ...  

Взяв производную порядка (m – 1) от обеих частей этого ра-
венства и перейдя к пределу при z → z0, окончательно получим 
формулу вычисления вычета в полюсе порядка m:

res f z z
m

d
dz

z z f z
z z

m

m

m� ��� �� � �� �
�� � � �� �

�

�

�
,

!
lim .0

1

1 0

1

1 0

Легко увидеть, что формула вычисления вычета в полюсе 
первого порядка является частным случаем последней формулы.

Пример. Пусть f z
z n� � �

�� �
1

1 2

.  Особыми точками этой 

функции являются точки z1,2 = ±i, причем обе они представляют 
собой полюсы порядка n. Вычислим res[f (z), i]:

res
1

1

1

1

1

12

1

1 2�� �
�

�
�
�

�

�
�
�
�

�� �
�� �

�� ��

�

�z
i

n
d
dz

z i
zn z i

n

n

n
n,

!
lim

��

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�� � �� �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

� �� �

�

�

�

�

1

1

1

1

1

1

1

n
d
dz z i

n

z i

n

n n

n

!
lim

 �� � �� �
�� �


�� �

�

� �� �
�� �
�� �

� �

�

n n
n z i

n

n

n z i

n

1 2 2

1

1

1
2 2

1

2 1

1

...

!
|

!

!!

!

!
.

� �

� �

� �
�� �
�� �� �� �2 2 1

2 1
2

1

2

2 2

2 1i
i

n

n
n n
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Основная теорема теории вычетов. Перейдем теперь к ана-
лизу важнейших сфер применения введенных понятий. Весьма 
существенной для теоретического рассмотрения и разнообраз-
ных практических приложений является следующая теорема.

Теорема 9.1. Основная теорема теории вычетов. Пусть 
функция f (z) является аналитической всюду в замкнутой об-
ласти J , за исключением конечного числа изолированных осо-
бых точек z , k Nk �� �1, ..., , лежащих внутри области J. Тогда 

� � � �
+ 1Г

2 res , ,
N

k
k

f d i f z z
�

� �� � � � � ��� , где Г+ представляет собой 

полную границу области J, проходимую в положительном 
направлении.

Доказательство. Выделим каждую из особых точек zk за-
мкнутым контуром γk, не содержащим внутри других особых 
точек, кроме точки zk. Рассмотрим многосвязную область, ог-
раниченную контуром Г и всеми контурами γk (рис. 14). Внутри 
этой области функция f (z) всюду является аналитической, по-

этому по теореме Коши получим � � � �
+ 1Г

0.
k

n

k
f d f d

��
� � � � � ��� �  

Перенеся второе слагаемое направо, в силу формулы 

res f z z
i
f d c

C
� ��� �� � � � � ��, ,0 1

1

2�
� �  получим утверждение тео-

ремы: � � � �
+ 1Г

2 res , .
N

k
k

f d i f z z
�

� �� � � � � ���

Практическая важность этой формулы заключается в том, 
что во многих случаях оказывается гораздо проще вычислить 
вычеты функции f (z) в особых точках, лежащих внутри области 
интегрирования, чем непосредственно вычислять интеграл, сто-
ящий в левой части. В дальнейшем мы рассмотрим ряд важных 
приложений полученной формулы, а сейчас введем еще одно по-
нятие – вычет в бесконечно удаленной точке.
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Рис. 14

Пусть точка z = ∞ является изолированной особой точкой 
аналитической функции f (z).

Вычетом аналитической функции f (z) в точке z = ∞ на-
зывается комплексное число, равное значению интеграла 

1

2

1

2�
� �

�
� �

i
f d

i
f d

C C
� � � � � �

� �
� � ,, где контур C – произвольный 

замкнутый контур, вне которого функция f (z) является ана-
литической и не имеет особых точек, отличных от ∞. В силу 
определения коэффициентов ряда Лорана имеет место формула 

res f z
i

f d c
C

� � ��� �� � � � � � � �
�
�, .

1

2
1�

� �  Вместе с основной теоре-

мой теории вычетов она позволяет доказать следующую теорему.
Теорема 9.2. Пусть функция f (z) является аналитиче-

ской на полной комплексной плоскости, кроме конечного чис-
ла изолированных точек zk (k = 1, ..., N), включая z = ∞. Тогда 

res f z zk
k

N
� ��� �� �

�
� , .

1

0

Доказательство. Рассмотрим замкнутый контур C, со-
держащий внутри все (N – 1) особых точек zk, расположенных 
на конечном расстоянии от точки z = 0. Согласно теореме 9.1, 
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имеем 1

2 1

1

�
� �

i
f d f z z

C
k

k

N
� � � � ��� ��

�
� �

�

�
res , .  Но, в силу формулы 

res f z
i

f d c
C

� � ��� �� � � � � � �
�
� �, ,

1

2
1�

� �  интеграл, стоящий в пред-

последней формуле слева, равен вычету функции f (z) в точке 
z = ∞, взятому с обратным знаком, что и доказывает теорему 9.2.

Данная теорема иногда позволяет упростить вычисление 
интеграла от функции комплексной переменной по замкнутому 
контуру. Пусть f (z) является однозначной аналитической функ-
цией на всей комплексной плоскости, за исключением конечного 
числа изолированных особых точек, и требуется вычислить ин-
теграл от f (z) по некоторому замкнутому контуру Г. Если вну-
три Г содержится много особых точек функции f (z), то приме-
нение теоремы 9.1 может быть сопряжено с весьма трудоемкими 
вычислениями. При этом может оказаться, что вне Г функция f (z) 
имеет лишь несколько особых точек zk (k = 1, 2, ..., m), значение 
вычетов в которых, а также вычет в бесконечно удаленной точке 
определяются достаточно просто. Тогда удобно вместо прямого 
вычисления искомого интеграла по теореме 9.1 воспользоваться 
очевидным следствием теорем 9.1 и 9.2:

� � � � � �
+ 1Г

2 res , 2 res , .
m

k
k

f d i f z z i f z
�

� � � �� � � � � � � �� �� ���

9.2. Вычисление определенных интегралов  
с помощью вычетов

Доказанные в предыдущем разделе теоремы находят самое 
разнообразное применение не только при вычислении интегра-
лов от функций комплексной переменной, но и при вычисле-
нии различных определенных интегралов от функций действи-
тельной переменной, причем часто удается достаточно просто 
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получить ответ и в тех случаях, когда применение других методов 
анализа оказывается затруднительным. Рассмотрим ряд типичных 
случаев.

Интегралы вида R dcos , sin� � �
�

� ��
0

2

. Рассмотрим интеграл

 J R d� � �� cos , sin ,� � �
�

0

2

 

где R – рациональная функция своих аргументов. 
Интегралы такого типа легко могут быть сведены к инте-

гралам от аналитической функции комплексной переменной 
по замкнутому контуру. Для этого сделаем замену переменной 
интегрирования, введя комплексную переменную z, связанную 

с переменной θ соотношением z = eiθ. Очевидно, что d
i
dz
z

� �
1

,  

cos ,� � �� �� � � ��
�
�

�
�
�

�1

2

1

2

1e e z
z

i i  sin .� � ��
�
�

�
�
�

1

2

1z
z

 При измене-

нии θ от 0 до 2π комплексная переменная z пробегает замкнутый 
контур (окружность |z| = 1) в положительном направлении. Таким 

образом, интеграл J R d� � �� cos ,sin� � �
�

0

2

 переходит в интеграл 

по замкнутому контуру от функции комплексной переменной: 

J
i

R z
z
z
z
dz

z
� � ��

�
�

�
�
�

�
�

1 1 1

1

, .  В силу общих свойств аналитических 

функций подынтегральная функция, очевидно являющаяся рацио-

нальной функцией R z a a z a z
b b z b z

n
n

m
m� � � � � �

� � �
0 1

0 1

...

...
,  аналитична внутри 

круга |z| = 1 всюду, кроме конечного числа N ≤ m особых точек zk, 
являющихся нулями знаменателя. Поэтому, в силу теоремы 9.1, 

J R z zk
k

N
� � ��� ��

�
�2

1

� res  , .  Точки zk являются полюсами функ- 
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ции R z� � . Пусть αk – порядок полюса zk (очевидно, что �k
k

N
m

�
� �

1
). 

Тогда на основании формулы о вычислении полюса по-
рядка m можно переписать последнее представление интеграла 

в виде J d
dz

z z R z
kk

N

z z k
k

k

k

k�
�� �

�� � � �� �
� �

�

��2
1

11

1

1
�

�

�

�

�

!
lim .

Пример. Вычислить интеграл J d
a

a�
�

��
�

�

�

1
1

0

2

cos
, | | .  Поло-

жим z = eiθ, получим J
i a z

z

dz
z i

dz
az z az z

�
� ��

�
�

�
�
�

� �
� �� �

� �
1 1

1
2

1

2

21
2

1| | | |

.  

Особыми точками подынтегральной функции являются нули зна-

менателя z
a a1 2 2

1 1
1, .� � � �  Это полюсы первого порядка. Так 

как z1 ∙ z2 = 1, то лишь одна из этих точек лежит внутри круга 

|z| = 1. Как легко видеть, это точка z
a a1 2

1 1
1� � � � .  Поэтому, 

в силу теоремы 9.1,

 J
az z a

z
a z z a

z z�
� �

�
��

�
��
�

�� �
�

�
�4

1

2
4

1 2

1
2 1

2
21

� �
�

res , .

Интегралы вида f x dx( )
��

��

� . Рассмотрим применение тео-

рии вычетов к вычислению несобственных интегралов первого 

рода вида f x dx� �
��

��

� , в частности тот случай, когда функция f (x) 

задана на всей действительной оси и может быть аналитически 
продолжена на верхнюю полуплоскость так, что ее продолжение 
удовлетворяет некоторым дополнительным условиям.
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Предположим сначала, что бесконечно удаленная точка 
является нулем второго или более высокого порядка функ-
ции f (x) и, следовательно, разложение этой функции в ряд Ло-

рана в окрестности точки z = ∞ имеет вид f z
c
z

c
z

� � � � �� �2

2

3

3
...  

(случай c–2 = 0 не исключается). Допустим также, что f(x) явля-

ется аналитической функцией на действительной оси, а в верх-
ней полуплоскости Im z > 0 имеет лишь конечное число особых 
точек: a1, a2, ..., an. Тогда все лежащие в верхней полуплоскости 
особые точки функции f(x) можно заключить внутрь расположен-
ного в верхней полуплоскости полукруга достаточно большого 
радиуса R с центром в начале координат. В соответствии с основ-
ной теоремой о вычетах интеграл f z dz

L
� �� ,  взятый по границе 

L этого полукруга, будет равен числу 2πi, умноженному на сумму 
вычетов функции f (x) относительно всех ее особых точек, рас-
положенных в верхней полуплоскости, причем при дальнейшем 
увеличении R этот интеграл изменяться не будет, так как никакие 
новые особые точки внутрь полукруга не попадут.

Пусть CR – полуокружность, входящая в состав границы L 

указанного полукруга, тогда f z dz f z dz f x dx
R

R

CL R

� � � � � � � �
�
��� .  

На основании f z c
z

c
z

� � � � �� �2

2

3

3
...  имеем f z

z
z� � � � �1

2
� ,  где 

� z c c
z

� � � � ��
�

2
3 ...  Для функции φ(z) бесконечно удаленная 

точка является правильной, причем lim .
z

z c
�� �� � �� 2

 Следова-

тельно, функция φ(z) ограничена в окрестности бесконечно уда-
ленной точки и, в частности, на полуокружности CR, если ее ра-
диус R достаточно велик, т. е. во всех точках полуокружности CR 
� z M� � � ,  где M – некоторое положительное число. 
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Отсюда

f z dz
z dz
z

M
R

R M
RC CR R

� � �
� �

� �� �
�

�
�

2 2
 и lim .

R C
f z dz

R
��

� � �� 0  

А так как lim ,
R R

R
f x dx f x dx

�� ��

�

�
� � � � ���  то тем самым доказано, 

что если функция f(z) удовлетворяет указанным выше условиям, 

то интеграл f x dx� �
��

�

�  равен произведению числа 2πi и суммы вы-

четов функции f(z) относительно всех ее особых точек, располо-
женных в верхней полуплоскости.

Пример. Вычислить интеграл dx
x2

2
1�� ���

�

� .  Функция 1

12
2z �� �

 

имеет в бесконечности нуль четвертого порядка; особыми точ-
ками функции являются полюсы второго порядка в точках z = ±i, 
из которых только первый находится в верхней полуплоскости.

Имеем

res
1

1 12
2

2
2

2
2z

i d
dz

z i

zz i z�� �
�

�
�
�

�

�
�
�
�

�� �
�� �

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
, lim lim

��

�

�� �
�

�
�
�

�

�
�
�
�

�
�

�� �
� � � �

i

z i

d
dz z i

z i i
i

1

2 2

8

1

4

2

3 3
lim .

Следовательно, dx
x

i i
2

2
1

2
1

4 2�� �
� ��

�
�

�
�
� �

��

�

� �
�

.

Интеграл f x dx� �
��

�

�  может быть вычислен с помощью те-

ории вычетов и в некоторых других случаях. В частности, инте- 
гралы такого вида, встречающиеся в операционном исчислении, 
часто удается вычислить с помощью леммы Жордана: пусть 
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CR – лежащая в верхней полуплоскости дуга окружности радиу-
сом R с центром в некоторой фиксированной точке z0 (рис. 15), 
а функция f (z) имеет вид f z e F zitz� � � � � , причем t > 0. Если функ-
ция F(z) аналитична на действительной оси, а в верхней полупло-
скости имеет лишь конечное число особых точек и lim

z
F z

��
� � � 0, 

то lim .
R C

f z dz
R

��
� � �� 0

Рис. 15

Очевидно, что если a1, a2, ..., an – особые точки функции 
f(z), лежащие в верхней полуплоскости, то при достаточно боль-

шом R (см. рис. 15) f z dz f x dx i f z a
x

x

C
k

k

n

R

� � � � � � � ��� ���� �
�

1

2

2
1

� res , .

Очевидно также, что при R → ∞ имеем x1 → –∞, x2 → +∞; 
переходя к пределу при R → ∞, по лемме Жордана получим 

f x dx i f z ak
k

n
� � � � ��� ��

��

�

�
� �2

1

� res , .

Пример. Вычислить интеграл x x dx
x x

cos
.

2 2 10� ���

�

�  Функция 

f z ze
z z

iz

� � �
� �2 2 10

 удовлетворяет условиям леммы Жордана. 

Здесь t = 1 и F z z
z z

� � �
� �2 2 10

.  Особые точки функции f (z) – 

полюсы первого порядка z = 1 + 3i и z = 1 – 3i (эти точки являются 
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нулями первого порядка для функции z2 – 2z + 10). В верхней по-
луплоскости имеется единственная особая точка z = 1 + 3i. Вычи-
слим вычет функции f(z) относительно этой точки:

res f z i ze

z z

i e
i

iz

z i

i

� � ��� �� �
� �� ��

�
�� �

� �

� �

, .1 3

2 10

1 3

62
1 3

3

Следовательно,

xe
x x

i
i e
i

e i
ix i

2

3

3

2 10
2

1 3

6 3
1 1

� �
�

�� �
� �� � �

� �
�

��

�

� �
�

cos sin

          � �� � � �� �� �� �
3

1 3 1
3

3 1 13 3e i ecos sin cos sin .

Сравнивая действительные и мнимые части в обеих частях 
этого равенства и учитывая, что

xe dx
x x

x x dx
x x

i x x dx
x x

ix

2 2 22 10 2 10 2 10� �
�

� �
�

� ���

�

��

�

��

�

� �
cos sin

�� ,

получим
x x dx
x x

ecos
cos sin ;

2

3

2 10 3
1 3 1

� �
� �� �

��

�
��

�

x x dx
x x

esin
cos sin .

2

3

2 10 3
3 1 1

� �
� �� �

��

�
��

�

9.3. Логарифмический вычет

Понятие логарифмического вычета. Пусть в обла-
сти J задана однозначная функция f (z), аналитическая всюду 
в J, за исключением конечного числа изолированных особых 
точек zk (k = 1, ..., p), причем все zk являются полюсами. Пред-
положим, что на границе Г области J нет ни нулей, ни особых 
точек функции f (z), и рассмотрим вспомогательную функцию 
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� z
f z
f z

� � �
�� �
� �

.  Функцию φ(z) часто называют логарифмической 

производной функции f(z), а вычеты функции φ(z) в ее особых 
точках zm (m = 1, ..., M)  – логарифмическими вычетами функции 
f (z). Определим особые точки функции φ(z) в области J. В силу 
общих свойств аналитических функций ясно, что особыми точ-
ками функции φ(z) будут нули z k nk �� �1, ...,  и полюсы zk (k = 
= 1, ..., p) функции f (z). Найдем значение вычета функции φ(z) в каж-
дой из ее особых точек. Пусть точка z zk=   является нулем по-
рядка nk функции f (z). Тогда в окрестности этой точки функция 
f (z) имеет вид f z z z f zk

nk� � � �� � � �

1 ,  f zk1 0� � � ,  причем точка 
zk  является правильной точкой функции f1(z). Вычисляя функ-

цию φ(z) в окрестности точки z zk=   по формуле � z
f z
f z

� � �
�� �
� �

,  

получаем

 � z f z n z zk f n
z zk

f z
f zk

k� � � � �� �� � �� �� �� � � �� �
�

�
�� �
� �

ln ln ln .



1

1

1
 

Отсюда следует, что точка zk  является полюсом первого 
порядка функции φ(z), причем вычет функции φ(z) в этой точке 
равен nk. Итак, в нуле порядка nk логарифмический вычет функ-

ции f (z) равен nk, т. е. порядку нуля: res
�� �
� �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

f z
f z

z nk k, .

Пусть точка zk является полюсом порядка pk функции f (z). 
Тогда в окрестности этой точки функция f (z) имеет вид 

f z
f z

z zk
pk

� � � � �
�� �
1

,  f1(zk) ≠ 0, причем точка zk является правильной 

точкой функции f1(z). Поэтому для логарифмической производ-
ной функции f (z) в окрестности точки z = zk получим выражение 
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� z p
z z

f z
f z

k

k
� � � �

�
�

� � �
� �

1

1

.  Отсюда следует, что точка zk также яв-

ляется полюсом первого порядка функции φ(z), причем вычет 
в этой точке равен –pk. Итак, в полюсе порядка pk логарифмиче-
ский вычет функции f (z) равен порядку полюса, взятому со зна-

ком «–»: res
�� �
� �

�

�
�
�

�

�
�
�
� �

f z
f z

z pk k, .

Подсчет числа нулей аналитической функции. Получен-
ные результаты позволяют доказать важную теорему.

Теорема 9.3. Пусть функция f (z) является аналитической 
всюду в замкнутой области J , за исключением конечного числа 
лежащих внутри J изолированных особых точек zk, являющихся 
полюсами, и пусть f (z) не обращается в нуль ни в одной точке 
границы Г области J. Тогда разность между полным числом ну-
лей и полным числом полюсов функции f (z) в области J определя-

ется выражением � �
� �+Г

1 .
2

f
N P d

i f
� �

� � �
� ��

Под полным числом нулей (полюсов) понимается число 

нулей N (число полюсов P) с учетом их кратности: N nk
k

n
�

�
� ,

1

 

P pk
k

p
�

�
�

1

.

Доказательство. Интеграл по Г от функции � z
f z
f z

� � �
�� �
� �

 

может быть вычислен с помощью основной теоремы теории вы-
четов; так как все особые точки функции φ(z) – это нули и по-
люсы функции f (z), а вычеты в них определяются формулами 

res
�� �
� �

�

�
�
�

�

�
�
�
�

f z
f z

z nk k,   и res
�� �
� �

�

�
�
�

�

�
�
�
� �

f z
f z

z pk k,  , то
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 � � � � � �
+ 1 1 1Г

2 res , 2 2 ,
pM n

m k k
m k k

d i z z i n p i N P
� � �

� �� �� � � � � � � � � � � �� �� � � �
� � �  

что и доказывает теорему.
Покажем простой геометрический смысл доказанной тео-

ремы, для чего преобразуем интеграл, стоящий в правой части 

равенства � �
� �+Г

1 :
2

f
N P d

i f
� �

� � �
� ��

� �
� � � � � � � �� �

� � � �

1 1 1ln ln arg
2 2 2

1 1ln arg .
2 2

f
d d f d f i f

i f i i

d f d f
i

� � �� � �

� �� �

� �
� � � � � � � �

� � � �

� � � �
� �

� � �

� �

Действительная функция ln| f (ζ)| – однозначная, поэтому 
ее вариация (изменение) при обходе точкой ζ замкнутого кон-
тура Г равна нулю. Следовательно, первое слагаемое в правой ча-
сти равно нулю. Второе слагаемое представляет собой полную ва-
риацию аргумента функции f (ζ) при обходе точкой ζ замкнутого 

контура Г, деленную на 2π. Итак, � � Г

1 Var arg
2

N P f z
�

� �� � � ��
. Бу-

дем изображать значения функции w = f (z) точками на комплекс-
ной плоскости w. Так как функция f (z) непрерывна в области J , 
то при полном обходе точкой z контура Г на плоскости z соот-
ветствующая точка w описывает некоторый замкнутый кон-
тур C. При этом точка w = 0 может оказаться как внутри, так и вне 
области, ограниченной контуром C. В первом случае вариация 
аргумента w при полном обходе C равна нулю, во втором случае 
она определяется числом полных обходов вокруг точки w = 0, ко-
торые совершает точка w при движении по контуру C. При этом 
точка w может обходить точку w = 0 как по часовой стрелке (в от-
рицательном направлении), так и против нее (в положительном 
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направлении). Итак, разность полного числа нулей и полюсов 
функции f (z) в области J определяется числом оборотов, которые 
совершает точка w = f (z) вокруг точки w = 0 при положительном 
обходе точкой z контура Г. Эти соображения часто оказываются 
существенными при подсчете числа нулей аналитической функ-
ции в заданной области. При этом во многих случаях вычисления 
можно значительно облегчить благодаря следующей теореме.

Теорема 9.4. Теорема Руше. Пусть функции f (z) и φ(z) явля-
ются аналитическими в замкнутой области J , причем на гра-
нице Г области J имеет место неравенство � � � �Г Г

f z z� � . 
Тогда полное число нулей в области J функции F(z) = f (z) + φ(z) 
равно полному числу нулей функции f (z) (рис. 16).

Рис. 16

Пример. Найти полное число нулей функции 
F z z z z� � � � � �8 55 2 1  внутри единичного круга |z| < 1. Пред-
ставим функцию F(z) в виде F(z) = f (z) + φ(z), положив f (z) = 
= –5z5 + 1 и φ(z) = z8 – 2z. Тогда f z z

z z� � � � � �
� �1

5

1
5 1 4,  

� z z z
z z z� � � � �
� � �1

8

1 1
2 3,  откуда f z z

z
� � � � � �

�1
0� .  Сле-

довательно, полное число нулей в области |z| < 1 функции F(z) 
равно полному числу нулей функции f (z), которая имеет пять ну-

лей: z e kk
i k

� �� �1

5
0 1 2 3 45

2

5

�

, , , , .



9. Теория вычетов и их приложения

Важным принципиальным следствием теоремы Руше явля-
ется основная теорема высшей алгебры.

Теорема 9.5. Полином n-й степени имеет на комплексной 
плоскости ровно n нулей (с учетом их кратности).

Доказательство. Представим полином F z a z a z an n
n� � � � � ��

0 1
1 ... 

F z a z a z an n
n� � � � � ��

0 1
1 ...  в виде F(z) = f (z) + φ(z), положив f (z) = a0zn, 

� z a z an
n� � � � ��

1
1 ... .  

Составим отношение 
� z
f z

a
a z

a
a z
n

n

� �
� �

� � � � �1

0 0

1 1
... .  Легко уви-

деть, что при любых заданных значениях коэффициентов a0, a1, 
..., an всегда найдется такое значение R0, что для всех значений 

|z| = R >R0 имеет место неравенство 0 1�
� �
� �

�
�

� z
f z

z R

.  В силу тео-

ремы Руше отсюда следует, что полное число нулей функции F(z) 
в круге |z| = R равно числу нулей функции f (z) = a0zn в этом круге. 
Но функция f (z) = a0zn на всей комплексной плоскости имеет 
единственный n-кратный ноль – точку z = 0. В силу произвольно-
сти R ≥ R0 отсюда и вытекает утверждение теоремы.
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